2. Mechanik starrer Kérper: 2.1 Kinematik ~ #*®

Kinematik: Beschreibung der Bewegung
Geschwindigkeit, Beschleunigung, freier Fall, Drehbewegung
Dynamik: Zusammenhang zw. Bewegung und Kraft

Wie muss der Skater springen,  Wie weit kann man springen mit

um das Brett wieder zu treffen ?  einer Absprunggeschwindigkeit
(Ist das schwierig ?) von 10 m/s ?




2. Mechanik starrer Kérper: 2.1 Kinematik ~ #*®

Kinematik: Beschreibung der Bewegung
Geschwindigkeit, Beschleunigung, freier Fall, Drehbewegung
Dynamik: Zusammenhang zw. Bewegung und Kraft

Starrer Korper: alle Punkte haben unveranderliche Abstande,
nicht deformierbar, keine Vibrationen
Reduktion auf Massenpunkt: Korper mit Ausdehnung null, aber endlicher Masse

Jede Bewegung eines starren Korpers kann als Uberlagerung einer
Bewegung (Translation) und einer Drehung (Rotation) aufgefasst werden.

Translation eines starren Korpers (bzw. seines Schwerpunktes) identisch
mit Translation eines Massenpunktes.
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Assume a spherical cow of uniform density... “*®
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Assume a spherical cow of uniform density... ot @
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I, Mache die Dinge so einfach wie maoglich -
aber nicht einfacher. (Albert Einstein)
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2.1.1 Kinematik in einer Dimension 21 6)

Positive direction

Kinematik in einer Dimension: P

Negative direction

Bewegung entlang einer geraden Linie ER S NN S TR s 25
B 0, L0 B W T 8

Origin I\

Geschwindigkeit v = Weg-Zeit-Diagramm:

Steigung im Weg-Zeit-Diagramm
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gleichformige Bewegung, v = const 0

Time ¢ (s)



Position x (m)

2.1.1 Kinematik in 1D: ungleichformige Bewegung =1 ()
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Position x (m)

2.1.1 Kinematik in 1D: ungleichféormige Bewegung 21 ()

Durchschnittsgeschwindigkeit Momentangeschwindigkeit:

fur Zeitintervall At: = Durchschnittsgeschwindigkeit fiir
sehr kleines Zeitintervall At
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2.1.1 Kinematik in 1D Bsp.: Bewegung eines Aufzugs

2.1 (9)

Position (m)

. 9
Acceleraton (m/s”)

Velocity (m/s)
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Diagramme:

Weg x
als Funktion der Zeit

{

X = X(t)

oder S = S(t)

Differenzieren = Anderung des Ortes (Einheit 1m/s)

|

Geschwindigkeit v
als Funktion der Zeit

[

Differenzieren & Anderung der Geschwindigkeit

k

, Beschleunigung a
als Funktion der Zeit

v(t) =

dx

dt

- x(t)

(Einheit 1 m/s?)

0=

dv  d*x
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2.1.1 Kinematik in 1D 2.1 (10)

Bisher: Frage: Wie x(t) aus v(t) bzw. a(t) berechnen?
Geschwindigkeit v(t) und Antwort: durch integrieren!

Beschleunigung a(t) \/ N_& = lim Ax - A - & ?C
berechnet aus Weg x(t) Ax-o m A

durch differenzieren
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2.1 (11)

2.1.1 Kinematik in 1D

Bisher: Frage: Wie x(t) aus v(t) bzw. a(t) berechnen?
Geschwindigkeit v(t) und Antwort: durch integrieren!
Beschleunigung a(t) v

. — v (¢
berechnet aus Weg x(t) X NA c/ A NC) V > | v
durch differenzieren N Do =4

e
x(t) = X (4)) + [imm > e Ad;
DL.IU«.V ._ il | D &l..

differenzieren k

dx
V(L) =— = :
Av dt Q%20

differenzieren *

dv
a(t) =—
Av dt *o




2.1.1 Kinematik in 1D 21(12)

Bisher: Frage: Wie x(t) aus v(t) bzw. a(t) berechnen?
Geschwindigkeit v(t) und Antwort: durch integrieren!

Beschleunigung a(t)

berechnet aus Weg x(1)

durch differenzieren

t
X (1) X(t) = [ v(t)t X(1) = X(to) + [ v(t)dt
t
differenzieren k Integrieren g
dx t
V(D)= v()=Ja(Odt | vt = v(t,)+ [actt
t
differenzieren * integrieren ﬁ 1) Differenzieren ist eindeutig
dv t 2) Integrationskonstanten
a(t)=— a(t) gegeben durch Rand-
dt bedingungen x(t,), v(t,)




2.1.1 Kinematik in 1D 2.1(13)

Bsp 1: a(t) = const =0 keine Beschleunigung
(t,=0, x(0)=10m, v(0)=5m/s)

X(t) -
40 -

= gleichféormige Bewegung

= x(0) x(t) = x(0) Lév .dt=x(0)+v(0)-t |x(t) = % v(t)dt

V() = v(0) + [ a(t)-dt = v(0) v(t) = [a(t)dt

a(t)

a(t)=const=0

— z.B. gleitende
t Eislauferin




2.1 (14)

2.1.1 Kinematik in 1D

Bsp 1: a(t) =const =0 Bsp 2: a(t) = const =1m/s?  gleichférmig
(t,=0, x(0)=10m, v(0)=5m/s) (x(0)=10m, v(0)=0m/s) beschleunigte
x(t) x(t) - Bewegung

40

x()=x(©) ] x(t) = x(0)

20 - +ia-t°

X(t) =x(0) + .w v(t)-dt

=x(0)+1a-t’

v(t) =v(0) + .m.me -dt

=v(0)+a-t=a-t

a(t)=const=a

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 Experiment mit Luftkissenbahn



2.1.1 Kinematik in 1D 2.1 (15)

Bsp: freier Fall A A_,o/
Weg-Zeit-Gesetz ? X 2/ Y a
v~= 0 m/s
l .
[ g
1 X 1
3) = y 1 - A \SJU/ . u U B
.}aﬂ AQ.:W.& J :mP

Experiment: freier Fall



2.1.1 Kinematik in 1D 2.1 (16)

Bsp: freier Fall
x(0)=v(0)=0

der Wert von g variiert lokal
2

m
a=const.=—g=-9.81— . y . .
S (Breitengrad, Hohe, Gesteinsdichte)

= X(t)=-1g-t’

Der Ort x(t) hangt nur von der Zeit t ab,
nicht von der Masse, der Grof3e, der Form, etc.

Problem mit der Alltagserfahrung ? Reibung an Luft !

Film ,Apollo” (Apollo 15, 1971)



X(t)
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2.1.1 Kinematik in 1D

Allgemein fur a = const.

X(t) = x(0) + .w. (v(0) + at)dt

=X(0)+v(0)t + W a

v(t) =v(0) +at

=v(0)+a-t

a(t)=const=a

2.1 (17)

Bsp.: senkrechter Wurf

ungestorte Uberlagerung
von zwei Bewegungen:

gleichformige Bewegung +
gleichformig beschleunigte
Bewegung



2.1.1 Kinematik in 1D: Uberlagerung 21 (18)

Bsp 1: a(t )=const =0 Bsp 2: a(t) = const = 1m/s? Bsp 3: a(t) = const = 1m/s?
(t,=0, x(0)=10m, v(0)=5m/s) (x(0)=10m, v(0)=0m/s) (x(0)=10m, v(0)=5m/s)
x(t) X(t) x(t) - _
7 O-x©) X(O=x(0) % K=
) +v(0)-t
20 + 20 4 +5a-t 20 ,
0

oODN PO OO




2.1.1 Kinematik in 1D

2.1 (19)

Bsp: senkrechter Wurf (freier Fall mit v(0) = v, # 0 m/s)

z(t)=2(0)+v(0)-t—1g-t°

Z(t)=2z,+V,-t—1g-t°

ungestorte Uberlagerung
von zwei Bewegungen !

a=-g=-9.81m/s?

80 —

z(t) 60 -
40 -

20 -

.

-90 m/s




2.1.1 Kinematik in 1D 2.1(21)

Aufgabe: Sie lassen einen Stein in den Brunnen fallen.
Er schlagt nach t=3s auf.
Wie tief ist der Brunnen?

Z(t) =z, +<o_”+wm.ﬂm
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2.1.1 Kinematik in 1D 2.1(22)

Aufgabe: Wie lange braucht der Stein, um nach dem
Loslassen 5 m zu fallen ?

Z(t) =z, +<o_”+wm.ﬂm

o° ; cnO\)\.w.\ AU\VNJQ\J\WF
|
L= 2, e v, A - )»Ap =T
1 RS
(=2 — 700 & =-C .
Q
10 - S



2.1.1 Kinematik in 1D 2.1(23)

Zusammenfassung

Bewegung eines Massenpunktes wird durch Ort, Geschwindigkeit und
Beschleunigung x(t), v(t) und a(t) beschrieben.

X, v und a sind durch Differentiation eindeutig und durch
Integration nicht eindeutig (Integrationskonstanten!) miteinander verknupft.
Integrationskonstanten sind durch
Anfangsbedingungen x(t=0) und v(t=0) gegeben.

Fiir a=const. : |v(t) =v(0)+at X(t) = x(0) + v(0)t + L at’




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen  **®¥

Bewegung in 2 Dimension
=> ungestorte Uberlagerung von Bewegungen ! (Superposition)
= unabhangige Behandlung jeder Richtungskomponente

Experiment: Fallende Kugeln



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen

2.1 (25)

Bewegung in 2 Dimension
=> ungestorte Uberlagerung von Bewegungen ! (Superposition)
= unabhangige Behandlung jeder Richtungskomponente

Bsp. 1:
fallende Kugeln

1) Horizontale: gleichform. Bewegung V, =V, , = const

<xHHO

2) Vertikale: ,senkrechter Wurf*

<NH -

= V20~ gt

X(t)=v, -t

Z(t)=z,+V,,-t+3a,-

._“m




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen  **%®

Bewegung in 2 Dimension
=> ungestorte Uberlagerung von Bewegungen ! (Superposition)
= unabhangige Behandlung jeder Richtungskomponente

Experiment: Zug mit Kanone



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen  **%”

Bewegung in 2 Dimension
=> ungestorte Uberlagerung von Bewegungen ! (Superposition)
= unabhangige Behandlung jeder Richtungskomponente

Bsp. 2: schrager Wurf (Hochwerfen einer Kugel im gleichmaldig fahrenden Zug)

xy

1) Horizontale: gleichform. Bewegung

Vy 7ug(D)= Vi kugel(t) = €cONst = v, = X(t) = v, -t fur alle t = Xz,4(t) = Xkygei(t)

2) Vertikale: senkrechter Wurf  |z(t) =z, +V,,-t+1a, t°

<N_Nca =0 ) <N__Ac©m_ - <N_o B Q\H




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen ~ **®®

Bewegung in 2 Dimension
= ungestorte Uberlagerung von Bewegungen ! (Superposition)
= unabhangige Behandlung jeder Richtungskomponente

Skater-Problem

der Skater muss senkrecht hochspringen, um nach
dem Sprung das Brett wieder zu treffen. (,geht doch
ganz einfach!®)

Vernachlassigt: Reibung (Skateboard-Rollen),
Luftwiderstand




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Skalare & Vektoren >

Skalare Grofden: ausschlief3lich durch Zahlenwert & Einheit definiert.
Bsp.: Volumen, Masse, Temperatur

Vektorielle GroRen (Notation: v ,v oder V ):
sind durch Betrag (Zahlenwert & Einheit; |v|)
und durch eine Richtung im Raum (e) bestimmt

Bsp.: Ortsvektor r, Geschwindigkeit v, Kraft F

v =|v| e mit Einheitsvektor e (|e|=1) parallel zuv: e || v_



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Skalare & Vektoren ***”

Bsp.:
in 2 Dimensionen

Komponenten-

)y darstell
Schreibweisen: \mqm cliung

a=a.e tage =(a;a)

a, = |a] cos(6), a, = |a| sin(6)

CENCHEY

a
tan0=-—2L
a

X




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren 21 (31)

Vektoren mit gleichem Betrag und gleicher Richtung sind identisch

Y

IC IC
[\
IS I<




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren 21 (32)

Addition von Vektoren:

Vector sum
a + b : Startpunkt von b an Endpunkt von a

Start “ Finish

a+b=b+a=(a,tb,, a,+b,) (in 2D)

-b ist b genau entgegengesetzt

Note head-to-tail
arrangement for
addition

()



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren 21(33)

3) Vektoren multiplizieren 7& — /3.3
Skalarprodukt (inneres Produkt)
m.wuw.Mmecx+m<U<+mNUNu_m__w_oome OOmA_vHW.m
Ergebnis ist ein Skalar T:L
a
=
b
(@)



2.1 (34)

2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren

px O.WN.| DN ._us\W\
Vektorprodukt (Kreuzprodukt) | X vw =[~=24, - a, Yy
Ergebnis ist ein Vektor L ww Ax vu - wx a

axb=-(bxa)| |laxb[=]allb]sin¢

b
axblab —

\

axb

Rechte-Hand-Regel

Richtung: senkrecht auf a und b
Lange: entspricht Flache des Parallelogramms aus a, b



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren 21 (39)

Differenzieren von Vektoren

\TO DAA‘JU Qf\?@

oAt
- - Ve (#)
5D A (H) = ><$u A o 4
oA¥ AT <w3

A (F)
Ak

Avn (A)
&w

A vacy)
At

1




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 D: Vektoren

2.1 (36)

Integrieren von Vektoren ‘.

M vtz v, + w o (§) Ao-
Aoy

D VW= %o (R
¥, %o



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen

2.1 (37)

Bewegung in 2 Dimensionen: schrager Wurf

Bsp.: Hochwerfen eines Apfels im gleichmaldig fahrenden Zug

« Geschwindigkeiten werden vektoriell

4\Nc@ = A<x_o , O_ Ov 4\>§nm_ — A<x_o_O. <N_o o @3
ﬂNcm - A<x_o 1 O. Ov >Eﬂm_ A<x o_” O <N o_” ||©_” v
! =
< R&\.@.ﬁ, Iﬁwﬁu
P 0N,

| F Na s
- / ) cv_@ ﬂ_
X L

addiert

 resultierende Gesamtgeschwindigkeit
Ist tangential zu Trajektorie

* vim Allgemeinen nicht parallel a




Bsp.: Schrager Wurf

2.1 (38)

gegeben: zo,=1m, v,,=6 m/s, xo=0m, v, =1 m/s (oder: |v,|=6.083m/s, 0=80.54°)

3+ 3-
}
Z(X) Y .
21 2@ 2. 2
— Q )
= el & £
X : =) =
N 1 ® Q N..4
c . 1 2
N Z pp. (t) = <Nbﬁ —20t
0 _ _ — — —e UV 0 —— —\
00 02 04 :06 08 10 12 4 0 mu 00 02 04 06 0.8 1.2 4
| ¥l / 2 sl
oo%o _ o_w o_\_ ° o_m _ oqm \_Oo A“m _ Av_ e
x[m] Projektion auf x-Achse
0.0® — — T ———T—
00~02 04 :06 08 10 12 14 . . L X>_o3_
1 x(t) [m] Trajektorie z(x): eliminiere t: t(x) =
0.5 o <xo
/ XA.G , Xbﬁ XMU
— 1 — : :
@ 0 ¢ Zpo (1) =V, ot =30t |<N_o<|| V2
= _ x,0 x,0
15. X>U.AC T <x.oﬁ
Vv g Parabel
0 2
=27, (X)=—X,, — X
i p. Ap. 2 Ap.
2.0 <x,o N<x.o




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen ~ **

Weitere Beispiele flr den schragen Wurf (Trajektorie: Wurfparabel)

Stroboskopaufnahme Tennisball




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen %9

Berechnung des optimalen Absprungwinkels
-> Betrachte eine Punktmasse

Dann aquivalente Frage:
-> Wie weit fliegt eine Kugel mit v, = 10 m/s?

Vo X = V,. Cof «

/\\ s ,\0. M?SOA

VA\A.JH /\0& *l

!

P)
X MA*JH/\Q_N.XIIMNQA_.




2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen %Y

Wie weit kann man springen mit einer Absprunggeschwindigkeit von v,=10 m/s ?

2 () -0 %, = Tva
C=> v, } _a A.N o v&\
ot Ta O .Weo}wr,\k/_,a
mHu L.\_Pl AVya b =0 X @L = Vo x ¢ %,
2 = Vex2:Vig - \w
(=D k,,.. m&.\. — PHJ = U<p COSX Sim A
[ 5@&
(=> A =0 VvV F -2
< P2 3 - @ J-cosx. Sima
bwm%;\c\;@\ mls\;xtfw a = $im A



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen %

Wie weit kann man springen mit einer Absprunggeschwindigkeit von v,=10 m/s ?

me.\,,/.ﬂ /\ovl .W?./Apo»/\\/l@\ M?) Abohvu \d
h.”/v MNOP = dOo

_ = 35°
K?Sx N /\eN ¢ mprmov )\@‘ => KX G
= A\.C \}MVP A

10

k!
LR S

_ M~ s
O En ey



Wie weit fliegt eine Kugel mit v, = 10 m/s?  **®

0) Zerlegung von v, in: Voyx = VgCOSQ, Vq,=VqSina
gleichformige Bewegung in x:  X(t) = vg, t “1
senkrechter Wurf in z: z(t) = vy, t—%gt?
Vo
Vo Sina
1) Zeit t, der Landung: g >
V, COSQL X
bei der Landung ist z(t,) = 0: Z(t) =vo, ty =29 t2=0
(z=0 gilt auch beim > =2V, /9

Absprung bei t, = 0)

. X(t1) = Vox 11 =2Vgy Vo, /9=
2) Sprungweite 2 Vy? sinacosa./ g =

Vo2 sin(2a) /' g

[aus Formelsammlung: 2 sina cosa = sin(2a) ]



Wie weit fliegt eine Kugel mit v, = 10 m/s? =+

3) Optimaler Winkel o

Weite ist maximal, wenn sin(2o.) maximal ist
= o =45° (unabhangig vonv,) [(sin 90°)=1]

4) Endergebnis: Yo v, Sinor
Maximale Sprungweite: o "
Xmax = Vo SIN(90°) / g ~ (100 m?/s?) / (10 m/s?) = 10 m Vo COSa X

Wie hoch fliegt die Kugel ?
am Maximum gilt: v,(t,,) =ve,-9t,=0 =2 t =vq,/g
> z(t,) = Vo, thn =% 01t,,2=% vy,2 /g = Ya(vysina)?/ g= 2.50m



2.1.2 Kinematik in 2 und 3 Dimensionen '™

Berechnung des optimalen Absprungwinkels

Betrachte eine Punktmasse:

1) Zerlegung von v in vy, = vV, COSQ, Vg, = Vg Sina

2) Zeit t, der Landung: t; =2 v,sina /g *t
(aus senkrechtem Wurf)

3) Weite X, () =Vvy2sin2a/g Vo |
4) Optimaler Winkel: o, = 45° Yo
(unabhangig von v,) <om8@ X

Wie weit fliegt eine Kugel bei v,=10 m/s und a=45°7?  x.,,(45°)~ 10 m
Wie hoch fliegt die Kugel ?  z...(45°) = 2.50 m

Weitsprungweltrekord: 8.95 m (Mike Powell 1991)



Variation des Wurfwinkels 2.1 (46)
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2.1.2 Kinematik in 2 und 3D: Kreisbewegung

gleichformige Kreisbewegung

A beschleunigte Bewegung:
; Betrag der Bahngeschwindigkeit v andert sich nicht,
M\ /m - aber die Richtung
/YIT dv Zentripetalbeschleunigung a ist immer
=/ a a=— senkrecht zur Geschwindigkeit (konstant)
\_ dt und zum Kreismittelpunkt gerichtet
/w Winkelgeschwindigkeit| Q6 — Frequenz
(Kreisfrequenz) [rad/s] |® = dt =27V [1/s = 1Hz]
gleichformige Kreisbewegung 1| Perioden-
2> o=const; p=m-1 T=— dauer [s]
V
(x =t
Bahngeschwindigkeit V=OXT| V=0r
. . = _ 2=
Zentripetalbeschleunigung @ =—@ T
a=wTr=Vv/r
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2.1.2 Kinematik in 2 und 3D: Kreisbewegung

gleichformige Kreisbewegung

A beschleunigte Bewegung:
; Betrag der Bahngeschwindigkeit v andert sich nicht,
m\ /m - aber die Richtung
/YiT dv Zentripetalbeschleunigung a ist immer
-/ @ a= pm senkrecht zur Geschwindigkeit (konstant)
/ Woher kommen diese
/w wiFormeln? = Fachtutorium in;
(Krerstreguenzyraars] dt [ TI/S = 1HZz]
gleichformige Kreisbewegung 1| Perioden-
V
(x =t
Bahngeschwindigkeit V=oxT| V=or

Zentripetalbeschleunigung a=—-or
d
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2.1.2 Kinematik in 2 und 3D: Kreishewegung

gleichférmige Kreisbewegung

Bsp. 1: Karussell mit r = 5m und Periodendauer T = 6s (Umlauf in 6s)
= Frequenz v =1/6 s' =1/6 Hz
= Winkelgeschwindigkeit ® = n/3 rad s'~ 1 rad s
=» Bahngeschwindigkeit v = 51/3 ms'~5 m/s
=» Zentripetalbeschleunigung a = 57%/9 ms?~5 m/s2 ~ g/2

Bsp. 2: Inline skates Winkelgeschwindigkeit| n_|6 _ O | Frequenz
mitv =4 m/s und (Kreisfrequenz) [rad/s] W= dt V= 21 | [1/s = 1HZ]
Kurve mitr=1m: gleichférmige Kreisbewegung 1| Perioden-

> ®»=4rads! 2> o =const; p=m-1 T=— dauer [s]

2> a=16m/s?(~2q) v

Bahngeschwindigkeit V=OXT| V=0r

Zentripetalbeschleunigung (&= —0°T
d




2.1.2 Kinematik in 2D und 3D: Zusammenfassung 169

In (2 und) 3 Dimensionen wird die Bewegung durch die
Vektoren r(t), v(t) und a(t) beschrieben.

Geschwindigkeiten werden vektoriell addiert.

Die Bewegung eines Massenpunktes ist eindeutig
durch seine Bahnkurve r(t) beschrieben.

Es gilt a(t) = v(t) = r(t)

Ist die Beschleunigung a bekannt, so braucht man noch die Anfangsbedingungen
r(t=0), v(t=0), um die Bahnkurve r(t) zu errechnen

Die Richtungskomponenten konnen unabhangig voneinander behandelt werden.
(ungestorte Uberlagerung von Bewegungen, Superposition)

Wichtiges Beispiel: Wurfparabel, optimaler Abwurfwinkel 45°

gleichformige Kreisbewegung: @ = n_|6 V= “ V=Ir a=owmT

dt 2T
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