2. Mechanik starrer Kérper: 2.2 Dynamik =¥

Dynamik: Einfluss von Masse und Kraft auf die Bewegung

Inhalt:

2.2.1 Krafte

2.2.2 Impuls

2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung
2.2.4 Schwingungen

2.2.5 Rotation
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2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: Stol3

2.2.2 (3)

Kombination von Impuls- und Energiesatz: Stol3 zwischen 2 Kdrpern

m,v, m,V,
QO

Before

8 System

During

@0

After

m v, m,Vv,

2 Moglichkeiten:
a) elastischer Stol3: E,;, bleibt erhalten,
d.h. keine Verformungsarbeit, keine Warme
b) inelastischer Stol3:
E.., geht in Verformungsarbeit oder Warme uber

In beiden Fallen gilt der Impuls-Satz:

Pges =M, V; +M, V, = const

Nur im Fall (a) gilt der Energiesatz der Mechanik:
a) E,+ E, = const,
b) Ein+ Epot + Wi + Q + ... = const



2.2.2 (4)

2.2.3 Arbelt, Energie, Leistung: Stol3

Elastischer Stold

Wie viele Kugeln (n) fliegen rechts weg,
wenn links 2 ausgelenkt werden ?

Antwort:
Impuls-Satz: ~ 2m-v,=nm-V, =V, =nv,/2

Energie-Satz: -2m-v;=3-nm-v; =v’=nvi/2
nv i
= V. = & =nvi/2=>n=2

Zum Nachdenken:

1) Wie viel Zeit zwischen Auftreffen der Kugeln links und Wegfliegen der Kugeln rechts ?
(Energie im Festkérper lauft mit Schallgeschwindigkeit)

2) Wo ist die Energie in der Zwischenzeit ? (elastische Verformungsenergie)

3) Welcher fundamentalen Energie entspricht das ? (potenzielle Energie der chemischen
Bindung (elektrostatisch) + kinetische Energie der Festkdrperatome)




2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: StoR 222 0)

Elastischer Stol3 zwischen 2 Korpern (hier: zentraler Stol3, eindimensional)

m,v, m,V, Impuls-Satz: mv,+m,v,=mVv,+m,V,

m.. mw Energie-Satz: WBH <HN ._.w_ﬁN <W HWBH A<UN ._.w_jw A<_NVN

Before

8. System

During

-+ —
After

m; v, MV,




2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: StoR 222 (0)

Elastischer (zentraler, eindimensionaler) Stof3 zwischen 2 Korpern

3 < 3 < <_ . ABH — 3NV<H + NBN/\N <_ _ ABN T pr<m + N3H<H
171 2 "2 1= 2

oy m, +m, m, +m,
@O

Wmm.oﬂm

Beispiele:

8 e 1) m=m,; v,=0 = v,'=0, V,’=V,

Uc_lsm — —
N ® 062 0 O
Q O 2) m=m,; V,=-V, = V"=V, V,)=V;

After
—

m v, M, V, @ © o0



2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: StoR 222 (1)

Elastischer (zentraler, eindimensionaler) Stof3 zwischen 2 Korpern

(M, —m,)v, +2m,v, v (m, —m,)v, +2m,v,
_ , =

m, +m, m, +m,

m v, m,V, v,

Q9

Before

8_ System

3) m;<<m,; v,=0 =>» v,;'~-v, (Reflexion); v,'~2m,v,/m,
maximaler Impulsibertrag von m, auf m,, aber kaum Energielibertrag

o0 - @2 @

Beispiele:

During

After b.v BHVVBN. <N“o > 4 <H_..).‘ <H_.. <N. - N<“_.
m <_ m., V geringer Impuls- und Energielibertrag von m; auf m,

® - >0 .



2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: StoR 222 (0)

Vollig inelastischer Stold zwischen 2 Korpern (hier: eindimensional)

_ _ m
. 1
m v, V,=0 Impus-Satzz mv,=(M+m,)v |=V = V,
m,+m,
—
‘ ‘ aber: mechanischer Energieverlust AE
- (Erzeugung von Warme bzw. von Verformungen)
- vor nach 1 2 1 "\ 2
@ AE=E, By, =zmyv; —5(mM +m,)(v)
A3H+3Nv< 1 2 m, 7m3,,\n~l> A?)i.:;ﬂJ s R\
N L G E i R R R
V,=V, =V m, +m, (%atoa)
Bsp.:

furm=m, AE=E_ /2

—_— >
firm, >m;: AE~E. e o ° ‘

(fast gesamte Energie umgewandelt)



2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: StoR 222 0)

Bsp. Inelastischer Stol3: ballistisches Fadenpendel
Umwandlung von kinetischer Energie in potenzielle Energie, aber auch in

Verformungsarbeit und Warmeenergie:

Wie schnell war das Projektil der Masse m=10g,
wenn der Holzklotz (M=1kg) um die Hohe h=5cm

ausschlagt ?
1) Impuls-Satz: mv = (m+M)v’

2) Restenergie: ¥2 (m+M)v‘2 = (m+M)gh
Vorsicht: 72 m v? # (m+M)gh wegen Verformungsarbeit & Wéarme

= v2=2gh

v n3+_<_. \|N@:

m

V=1.01/0.01 (2-:10-0.05)°°> m/s = 101 m/s



2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung 22.2(10)

Die Leistung P gibt an, in welcher Zeit At die Arbeit AW von der Kraft F
verrichtet wurde.

Einheit;

Durchschnittswert (Mittelwert) P — AW [P] = J/s = Watt
im Intervall At - At — Nm/s = kg m? / <3
d\W 1 PS ~7355W (75kg, 1m,1s)
(Momentane) Leistung: lim At>0 P = ——
Q_“ Arbeit: 1 kW h = 3,6 10° J
1 kcal =4186.8 J
d(F-s ,
Spezialfall: konstante Kraft P— (F-s) —F.v > 1000 keal ~ 1.2 kW h
dt

Beispiel: Treppen steigen (2. OG, 6m) mit konstanter Steig-Geschwindigkeit v:
Mm=70kg,h=6m=>W=mgh~4200J
1)int; =8s=> P, =W/t; =525 W
oder: F=mg~700N,v=h/t;=0.75m/s=> P, =Fv=525W
2)int,=20s =>» P, =WI/t, =210 W



2.2.2 (11)

2.2.3 Arbelit, Energie, Leistung

Die Leistung P gibt an, in welcher Zeit At die Arbeit AW von der Kraft F
verrichtet wurde.

Einheit:

Durchschnittswert (Mittelwert) P— g [P] = J/s = Watt

Im Intervall At At — Nm/s = kg m?/ s3
Medizinische Leistungsmessung: Fahrrad-Ergometer 1PS~7355W (75kg, 1m,1s)
Typische menschliche Leistungen:
~70 W - Schlafen (Gliihbirne) Arbeit: 1 kW h = 3,6 10°J
200 W - Dauerleistung, z.B. Radfahren bergauf 1 keal =4186.8 J
0.5— 1 kW - nur kurzzeitig (Fén, Toaster) > 1000 keal ~ 1.2 kWh

100 — 200 W - Nahrungsenergieverbrauch / Stunde (100 W * 24h * 3600 s/h ~ 9 106 J ~ 2150 kcal)
flir mech. Arbeit, Kbrperwdrme, Organfunktion

Nahrungsenergie: Zerlegung der Nahrung in einfachere Molekiile, freiwerdende
Bindungsenergie; Kohlehydrate: 17 kd / g; Fett: 39 kJ / g; = 500 g/Tag Kohlehydrate

Einpersonenhaushalt: Stromverbrauch/ Jahr ~ 1000 kW h ~4 10°J




. . . 2.2.2 (12)
2.2.3 Arbeit, Energie, Leistung: Zusammenfassung

Energie ist gespeicherte Arbeit. <<H.Tm@.aw
Fir ortsunabh. Kraft & geradlinigen Weg: W =F-AS =F-As-cos(6)

Kinetische Energie: E, =imv? Energie
Potenzielle Energie: E_ =mgh Ist eine
Pot. Energie einer Feder: E_ =1Dx? Erhaltungsgrolie.

pot 2

Beschreibung von elastischem und inelastischem Stol3 durch Kombination von
Impuls- und Energieerhaltung. Beim inelastischen Stol3 wird ein Teil der
mechanischen Energie in andere Energieformen (Warme) umgewandelt.

Leistung ist Arbeit pro Zeit P = aw Fur konstante Kraft: P = a(F-s)

dt dt

=F-v




2.2.4 Harmonische Schwingungen 224 (13)

Schwingungen Bsp.: Schall, Licht, Warme, Materie
Zeitlich periodische Umwandlung verschiedener Energieformen.
Charakteristisch fur jedes schwingungsfahige System:

* ricktreibende Komponente (Feder) +

 trage Komponente (Masse)

Unstrained length
of the spring
A

w.LgE/ESﬁ |ﬁv_._o:No£m_mm
e/ " Eederpendel Ohne Dampfung schwingt das

System (der Oszillator) mit der
typischen Eigenfrequenz o
/ fur alle Zeit.




2.2.4 Harmonische Schwingungen 224 (14)

Horizontales Federpendel: Modellsystem fir harmonischen Oszillator

Unstrained length
of the spring

Harm. Osz.: Kraft prop. Auslenkung
F(t)=m-a(t) =—D-x(t)
oder: E . (t) = 2D- X (t)
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2.2.4 Harmonische Schwingungen 224 (13)

Horizontales Federpendel: Modellsystem fir harmonischen Oszillator

T = ma
2
=> I.GXA»J = D\J.OAX:./
At
= Q»U/X ?9 ﬂwh;mh.
&> R 1ww < () i
L& se « (D s A Sim (2 A+ 3
3 e \



2.2.4 Harmonische Schwingungen 224 (18)

Horizontales Federpendel: Modellsystem fir harmonischen Oszillator

Bewegungsgleichung (2. Newton‘sches Axiom) ist
Harm. Osz.: Kraft prop. Auslenkung lineare Differentialgleichung (DGL) 2. Ordnung

F(t)=m-a(t) =-D-x(t) d°x(t) D
=>a(t) = ——=F =——x(t
oder: _m_09 (1) HW_U.XNAG (t) dt? - (t)
cﬁzﬂs_:m.a length ._"AC = m_jﬁc — ._:AC = OOmAC — ._":AC = |mm3AC
I . \4 Losung der DGL: hier x"(t)=-w?x(t)
; x(t) = Asin(o-t+0)| o unabh.
/ von A
B ,\; \ i : M= _”V \ M C:Q 0 !
g i A: Amplitude Anfangs-
o: Phase v bedingungen

Ein +Ej o =cCONst




2.2.4 Harmonische Schwingungen

2.2.4 (17)

Displacement

Velocity

Acceleration

+ X

>uxD.euo”

X(t)=Acos(o-t)=Asin(ow-t+mr/2)
<3|E

a(t) =

— _Aosin(m-t)

E = —An’ cos(w-t)



Cos &

Nl.:‘}rx\l:m ~N\1>..m
A = \/



2.2.4 Harmonische Schwingungen

2.2.4 (18)

Horizontales Federpendel:

Wie entstehen dabei sinus- bzw. cosinus-

formige Schwingungsverlaufe?

Displacement

x(t) = A #0(0-t+ o)

A ¥
x=0misthe o di

equilibrium I
position of _ _
the object. . “

m

Cosinus mit Anderung der

Amplitude A

(Kreis-)Frequenz o = 2nv = 2n/T

(Periode T)




2.2.4 Harmonische Schwingungen 22419

Wie entstehen dabei sinus- bzw. cosinus-férmige Schwingungsverlaufe?
Die Bewegung entspricht dem

Schattenwurf einer X(t) =Acos(w-t)=Asin(o-t+n/2)
gleichféormigen Kreisbewegung ! ® = const GAG = M-t phase: keine Einheit
Film %= 0
(top view) x
® = const _A \ e 1 ehels
X(1) = | Whals il

A cos(o(t))

B > |||||||||||||
———+x

|| - e e | o . g g e £ o — el —

Reference n:n_mf/. Y N\, c_mu_mMmamﬂ N PRI I J t
b !
\_ fk , Position at _ _
> \ t=0s | _
e \ _ |
A %
[ =g | _
] i R PSS PRSI i o M Ol el e e

: ) L A - \w_ _
‘s e B #h - H :
mh ..,_,_L._..h Cry U Period =T



2.2.4 Harmonische Schwingungen 22.4(20)

Energieerhaltung: zeitabhangige kinetische und potentielle Energie

1 1
E E i (0)+ E,,(6) = Zmv(e)” +2 Dx(e)’
E.. _ n_. 2 (2 2 H_. 2 A 2
o P =—mam°A° cos(wt + @) +— DA sin(wt + @)
AN NN ﬁ — W@mm [cos(wr + @)? +sin(at + @)*] = W@mm
N S N/ -
X(t)=Asin(o-t+ @)
®=,/D/m

E omax E —o —
_m_EuHD pot
E —o E =0 Eyjy=max UsW.
= pot
pot
_ E,. =max
Eyip—max kin mﬁ o~ nax

WWEHO



2.2.4 Harmonische Schwingungen #2420

vg=0m/s

Anwendung:

Wie kontrollieren Astronauten in der Schwerelosigkeit ihre
Masse?

— ,Body Mass Measurement Device*
(a)
 Oszillierender Stuhl mit Feder D
* Mgesamt = Mstuni + Mastronaut W=
e Messung der Kreisfrequenz o M ges

Bsp: Der Stuhl (10kg) alleine schwingt mit v=1Hz, mit T. Jernigan aber
mit v'=0.4Hz. Wie schwer ist (wieviel Masse hat) Tamara ?

2

8::.“ — SMEE Pt So — SMN:E + smwus
Qwo m Stuhl +m Astro SSN.N m Stuhl
100 10kg+m
— —
16 10kg

—>m,, =[1000/16-10]Jkg =52.5kg

Tamara Jernigan



2.2.4 Harmonische Schwingungen 2.2.4(22)

Einfluss der Gravitationskraft
Frage: Was andert sich, wenn die Feder senkrecht hangt statt waagerecht liegt ?

(beides reibungsfrei) Antwort:

Es gibt einen Zusatzterm in der DGL,
der jedoch nur die statische Auslenkung
durch die Gewichtskraft beschreibt.

Y .. D D
5(1) = ——x(1) — g = ——(x(1) — d,)
" " d=mgip
G- - . D
H = = ) =—=y()
— Unstrained et = m
length a5 | H .
Equilibrium, | lP ||||||||| % mit u\ANv = .x\.ANv o QNO
position [ )
- H Die Frequenz wird | ,, — D
s nicht beeinflusst. m
\ Yy,







2.2.4 Harmonische Schwingungen 22.4(23)

(mathematisches) Fadenpendel: auch ein harmonischer Oszillator ?

\ * die Schwingung ist nur fur kleine sin(15°)=0.2588
punktférmige Ausschlage (6 < 15°) harmonisch! ~ 15"7/180=0.2618
Masse m i . die Schwingungsperiode ist unabhangig ~ $"¢~?

L von der Masse (und von der Amplitude)

m§ =mLO =mgsin 0 ~mg6

.. g w
O0~—20| |p=_[5| unabhéngig
L] vonm

v=1Hz <©wn=21tHz=6.28Hz
F,cos 6 = L = g/o? ~ 25¢cm

@nl@lhrjw

C




2.2.4 Harmonische Schwingungen 224 (24)

Rigid support

Gedampfte Schwingungen

Reibungskraft (prop. Geschwindigkeit v fur kleine v): o
Fr =-rv (r = Reibungskoeff.)

F(t) =m-X(t) =—D-x(t) - r-x(t)
Y @t @)
— & N 0
/\ | _____ x ,_,f | x\/,,, N
Verifizieren der Losung

durch einsetzen in DGL.

Reibung fuhrt zu Abnahme

D o,: Eigenfrequenz der der Amplitude und der Frequenz.
W<, =,|—

m freien Schwingung




2.2.4 Harmonische Schwingungen 22.4(23)

Gedampfte Schwingungen X(t)=A-e* sin(ow-t+o)
N N > N D
O w=,|——5
¢ 0=0 freie Schwingung m
V vy d=r/2m
— 3° << D/m schwache Dampfung: o ~ oy
____c___,_ ,____c___,_ ,___c__,_ ,__q_
X |
)><>< ﬁ 5°=(0.1-0.99)D/m ,mittlere* Dampfung: ® < v,
S’ =D/m= w®=0 Aperiodischer Grenzfall, Auslenkung
" Grenbpall / kehrt am schnellsten (exponentiell) zur Ruhelage zurlck;

wichtig far Anwendungen

3° >D/m = o ist imaginar, Kriechfall, keine Oszillation



2.2.4 Harmonische Schwingungen 22:4(20)

Erzwungene Schwingungen (Bsp.: Schaukel)
Durch aul3ere periodische Kraft F, cos(w, t)

mit beliebiger Frequenz o,

wird der Oszillator zu Schwingungen mit o, angereqgt.

m-X+r-x+D-x=F, cos(w, )

LOosung (fur grol3e t):

X(t) = A-cos(w, -t+ )

10

Die Schwingung mit w, ist wegen der
Déampfung fiir gro3e t vernachléssigbar.

F/m 1o
/\Aemlewvf&mmew
Resonanz flr o, ~ m,
o e b b

(d.h. maximale Amplitude), R s
Erregung im richtigen Takt e,

]




: 2.2.4 (27)
2.2.4 Harmon. Schwingungen: Zusammenfassung

Horizontales Federpendel Losung der DGL:
Differentialgleichung (DGL): x(t) = A sin(m-t +
— N\ _ = B _
e - ®=,/D/m o unabh.vonAund ¢!
Vertikales Federpendel
%(t) =—(D/m)x(t)+9 ®=.,/D/m

Mathematisches Fadenpendel

0(t) = A sin(o-
asnlmaﬁv () =Asin(o-t+ @)

w=.+/g/L  @unabhangig von m

Gedampfte Schwingung X()=A-e ™ sin(w-t+ o)
D
X(t) =——-X(t)—20-X(t — _§2
(t) = ——x(1) () w=\(D/m)=35
Erzwungene Schwingung far grof3e t:

m-X+r-x+D-Xx=Fcos(o,-t) X(t)=A-cos(o, -t+o¢)




