
2.2.1 (1)
2. M

echanik starrer K
örper:  2.2 D

ynam
ik

Inhalt:
2.2.1 K

räfte 
2.2.2 Im

puls
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung
2.2.4 S

chw
ingungen

2.2.5 R
otation

D
ynam

ik:   Einfluss von M
asse und K

raft auf die B
ew

egung



Fachtutorium
2.2.4 (2)

04.11. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
05.11. (M

i),  13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

10.11. (M
o),  10:00-11:30

C
hem

ie, Sem
inarraum

 B
11.11. (D

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

18.11. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
19.11. (M

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

24.11. (M
o),  10:00-11:30

C
hem

ie, Sem
inarraum

 B
25.11. (D

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

02.12. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
03.12. (M

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

08.12. (M
o),  10:00-11:30

C
hem

ie, Sem
inarraum

 B
09.12. (D

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

16.12. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
17.12. (M

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

07.01. (M
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum

13.01. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
14.01. (M

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

19.01. (M
o),  10:00-11:30

C
hem

ie, Sem
inarraum

 B
20.01. (D

i),    13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

27.01. (D
i),   13:00-14:30

H
örsaal B

iozentrum
28.01. (M

i),   13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum

02.02. (M
o),  10:00-11:30

C
hem

ie, Sem
inarraum

 B
03.02  (D

i),    13:00-14:30
H

örsaal B
iozentrum



2.2.2 (3)

2 M
öglichkeiten:

a) elastischer S
toß: E

kin bleibt erhalten, 
d.h. keine Verform

ungsarbeit, keine W
ärm

e
b) inelastischer S

toß: 
E

kin geht in Verform
ungsarbeitoder W

ärm
e

über

In beiden Fällen gilt der Im
puls-S

atz:

N
ur im

 Fall (a) gilt der E
nergiesatz der M

echanik:  
a)  E

kin + E
pot = const, 

b)  E
kin + E

pot + W
form

+ Q
 + …

 = const

2.2.3 A
rbeit, Energie, Leistung: Stoß

K
om

bination von Im
puls-und Energiesatz: Stoß zw

ischen 2 K
örpern

ges
1

1
2

2
p

m
v

m
v

const
=

+
=

1
1

m
v

2
2

m
v

'
1

1
m

v
'

2
2

m
v



2.2.2 (4)

Zum
 N

achdenken:
1) W

ie viel Zeit zw
ischen A

uftreffen der K
ugeln links und W

egfliegen der K
ugeln rechts ? 

(E
nergie im

 Festkörper läuft m
it S

challgeschw
indigkeit)

2) W
o ist die E

nergie in der Zw
ischenzeit ? (elastische

Verform
ungsenergie)

3) W
elcher fundam

entalen E
nergie entspricht das ? (potenzielle E

nergie der chem
ischen 

B
indung (elektrostatisch) +  kinetische E

nergie der Festkörperatom
e)

2.2.3 A
rbeit, Energie, Leistung: Stoß

Elastischer Stoß

W
ie viele K

ugeln (n) fliegen rechts w
eg, 

w
enn links 2 ausgelenkt w

erden ?

2
2

1
1

1
2

2
2

2m
v

nm
v

⋅
⋅

=
⋅

⋅

A
ntw

ort:
Im

puls-S
atz:

E
nergie-S

atz:

1
2

2m
v

nm
v

⋅
=

⋅
1

2
v

nv
/2

⇒
=2

2
1

2
v

nv
/2

⇒
=

2
2

2
2

1
2

nv
v

nv
/2

2
n

2
⎛

⎞
⇒

=
=

⇒
⎜

⎟
⎝

⎠
=



2.2.2 (5)

Im
puls-S

atz:

E
nergie-S

atz: 

2.2.3 A
rbeit, Energie, Leistung: Stoß

Elastischer Stoß zw
ischen 2 K

örpern (hier: zentraler S
toß, eindim

ensional)
'

'
1

1
2

2
1

1
2

2
m

v
m

v
m

v
m

v
+

=
+

1
1

m
v

2
2

m
v

'
1

1
m

v
'

2
2

m
v

2
2

'
2

'
2

1
1

1
1

1
1

2
2

1
1

2
2

2
2

2
2

m
v

m
v

m
(v

)
m

(v
)

+
=

+

'
1

2
1

2
2

1
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+

'
2

1
2

1
1

2
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+



2.2.2 (6)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung: Stoß

Elastischer (zentraler, eindim
ensionaler) Stoß zw

ischen 2 K
örpern 

1
1

m
v

2
2

m
v

'
1

1
m

v
'

2
2

m
v

1) m
1 =m

2 ;   v
2 =0

v
1 ‘ = 0,   v

2 ‘ = v
1

2) m
1 =m

2 ;   v
1 =-v

2
v

1 ‘ = v
2 ,  v

2 ‘ = v
1

B
eispiele:

'
1

2
1

2
2

1
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+

'
2

1
2

1
1

2
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+



2.2.2 (7)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung: Stoß

Elastischer (zentraler, eindim
ensionaler) Stoß zw

ischen 2 K
örpern 

1
1

m
v

2
2

m
v

'
1

1
m

v
'

2
2

m
v

'
1

2
1

2
2

1
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+

'
2

1
2

1
1

2
1

2

(m
m

)v
2m

v
v

m
m

−
+

=
+

3) m
1 <<m

2 ;v
2 =0

v
1 ‘~ -v

1 (R
eflexion);  v

2 ‘~ 2m
1 v

1 /m
2

m
axim

aler Im
pulsübertrag von m

1 auf m
2 , aber kaum

 E
nergieübertrag

4) m
1 >>m

2 ;v
2 =0    

v
1 ‘~ v

1 ,   v
2 ‘ ~

2v
1

geringer Im
puls-und E

nergieübertrag von m
1 auf m

2

B
eispiele:



2.2.2 (8)

Im
puls-S

atz:

aber: m
echanischer E

nergieverlust ΔE
(E

rzeugung von W
ärm

e bzw
. von Verform

ungen)

2.2.3 A
rbeit, Energie, Leistung: Stoß

Völlig
inelastischer Stoß zw

ischen 2 K
örpern (hier: eindim

ensional)

'
1

1
1

2
m

v
(m

m
)v

=
+

1
1

m
v

2
v

0
=

1
2

(m
m

)v'
+

'
1

1
1

2

m
v

v
m

m
⇒

=
+

vor
nach

2
'

2
1

1
kin

kin

2
2

1
1

1
2

1
2

1
1

1
2

2
2

E
E

m
v

(m
E

m
m

v
(

)
0

m

m
)(v

)

m

Δ=
⋅

=

+

−
=

−

>

+

B
sp.: 

für m
1 = m

2 :  

für m
2

>> m
1 :                        

(fast gesam
te E

nergie um
gew

andelt)

vor
kin

E
E

/2
Δ

=

vor
kin

E
E

Δ
≈

'
'

1
2

v
v

v'
=

=



2.2.2 (9)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung: Stoß

B
sp. Inelastischer Stoß: ballistisches Fadenpendel

U
m

w
andlung von kinetischer E

nergie in potenzielle E
nergie, aber auch in 

Verform
ungsarbeit und W

ärm
eenergie:

1
m

M
v

2gh
m +

=
⋅

1)
Im

puls-S
atz:  m

v = (m
+M

)v‘

2)
R

estenergie: ½
 (m

+M
)v‘ 2= (m

+M
)gh

v‘ 2= 2gh

Vorsicht: ½
 m

 v
2≠ (m

+M
)gh w

egen Verform
ungsarbeit &

 W
ärm

e

W
ie schnell w

ar das P
rojektil der M

asse m
=10g, 

w
enn der H

olzklotz (M
=1kg) um

 die H
öhe h=5cm

 
ausschlägt ?

V= 1.01/0.01 (2·10·0.05) 0.5m
/s = 101 m

/s



2.2.2 (10)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung

D
ie  Leistung P

gibt an, in w
elcher Zeit Δtdie A

rbeit ΔW
von der K

raft F 
verrichtet w

urde. 

W
P

t
Δ

=
Δ

D
urchschnittsw

ert (M
ittelw

ert) 
im

 Intervall Δt 

(M
om

entane) Leistung: lim
 Δt→

0

S
pezialfall:konstante K

raft

dW
P

dt
=

d(F
s)

dt
P

F
v

⋅
=

=
⋅

E
inheit: 

[P
] = J/s = W

att       
= N

m
/s = kg m

2/ s
3

1 P
S

 ~
735,5 W

(75kg, 1m
,1s)

A
rbeit: 1 kW

 h = 3,6 10
6J

1 kcal  = 4186.8 J
1000 kcal ~ 1.2 kW

 h

B
eispiel:Treppen steigen (2. O

G
, 6m

) m
it konstanter S

teig-G
eschw

indigkeit v: 
m

 = 70 kg, h = 6 m
 

W
 = m

 g h ~ 4200 J 
1) in t1 = 8 s 

P
1 = W

/t1 = 525 W
oder: F = m

g ~ 700 N
, v = h/t1 = 0.75 m

/s 
P

1 = F v = 525 W
2) in t2 = 20 s 

P
2 = W

/t2 = 210 W



2.2.2 (11)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung

D
ie  Leistung P

gibt an, in w
elcher Zeit Δtdie A

rbeit ΔW
von der K

raft F 
verrichtet w

urde. 

W
P

t
Δ

=
Δ

D
urchschnittsw

ert (M
ittelw

ert) 
im

 Intervall Δt 

M
edizinische Leistungsm

essung: Fahrrad-E
rgom

eter
Typische m

enschliche
Leistungen:

~70 W
   

-
S

chlafen
(G

lühbirne) 
200 W

  
-

D
auerleistung, z.B

. R
adfahren bergauf

0.5 –
1 kW

  -
nur kurzzeitig

(Fön, Toaster) 
100 –

200 W
  -N

ahrungsenergieverbrauch
/ S

tunde  (100 W
 * 24h * 3600 s/h ~ 9 10

6J ~ 2150 kcal)

für m
ech. A

rbeit, K
örperw

ärm
e, O

rganfunktion

N
ahrungsenergie: Zerlegung der N

ahrung in einfachere M
oleküle, freiw

erdende 
B

indungsenergie; K
ohlehydrate: 17 kJ / g;  Fett: 39 kJ / g; 

500 g/Tag K
ohlehydrate

E
inpersonenhaushalt: S

trom
verbrauch/ Jahr   ~ 1000 kW

 h  ~ 4 10
9J 

E
inheit: 

[P
] = J/s = W

att       
= N

m
/s = kg m

2/ s
3

1 P
S

 ~
735,5 W

(75kg, 1m
,1s)

A
rbeit: 1 kW

 h = 3,6 10
6J

1 kcal  = 4186.8 J
1000 kcal ~ 1.2 kW

 h



2.2.2 (12)
2.2.3 A

rbeit, Energie, Leistung: Zusam
m

enfassung

Energie ist gespeicherte A
rbeit. 

Für ortsunabh. K
raft &

 geradlinigen W
eg: 

K
inetische E

nergie:   
Energie

P
otenzielle E

nergie: 
ist eine

P
ot. E

nergie einer Feder:
Erhaltungsgröße.

B
eschreibung von elastischem

 und inelastischem
 Stoß

durch K
om

bination von 
Im

puls-und E
nergieerhaltung. B

eim
 inelastischen S

toß w
ird ein Teil der 

m
echanischen E

nergie in andere E
nergieform

en (W
ärm

e) um
gew

andelt. 

Leistung
ist A

rbeit pro Zeit 
Für konstante K

raft:

W
F

s
F

s
cos(

)
=

⋅Δ
=

⋅Δ
⋅

θ
r

r
W

F(s)
ds

=
⋅

∫
r
r

r

2
1

kin
2

E
m

v
=

pot
E

m
gh

=
2

1
pot

2
E

D
x

=dW
P

dt
=

d(F
s)

dt
P

F
v

⋅
=

=
⋅



2.2.4 (13)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

H
orizontales 

Federpendel

Schw
ingungen

B
sp.: S

chall, Licht, W
ärm

e, M
aterie

Zeitlich periodische U
m

w
andlung verschiedener E

nergieform
en. 

C
harakteristisch für jedes schw

ingungsfähige S
ystem

: 
•rücktreibende K

om
ponente (Feder)+

•träge K
om

ponente (M
asse)

O
hne D

äm
pfung schw

ingt das 
S

ystem
 (der O

szillator) m
it der 

typischen Eigenfrequenz ω
für alle Zeit. 



2.2.4 (14)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

H
orizontales Federpendel:M

odellsystem
 für harm

onischen O
szillator

F(t)
m

a(t)
D

x(t)
=

⋅
=

−
⋅

H
arm

. O
sz.: K

raft prop. A
uslenkung

2
1

pot
2

E
(t)

D
x

(t)
=

⋅
oder:





2.2.4 (15)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

H
orizontales Federpendel:M

odellsystem
 für harm

onischen O
szillator



2.2.4 (16)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

H
orizontales Federpendel:M

odellsystem
 für harm

onischen O
szillator

F(t)
m

a(t)
D

x(t)
=

⋅
=

−
⋅

Lösung der D
G

L:    hier x‘‘(t)=-ω
2x(t)

x(t)
A

sin(
t

)

D
m

=
ω

⋅
+

ϕ

ω
=

A
: A

m
plitude

ϕ: P
hase 

H
arm

. O
sz.: K

raft prop. A
uslenkung

}
A

nfangs-
bedingungen

ω
unabh. 

von A 
und ϕ !

kin
pot

E
E

const
+

=

f
(t)

cos(t
f(t)

sin(t)
f

(t)
sin(t

)
)

′
⇒

=
⇒

′′
=

=
−

2

2

d
x(t)

D
x(t)

dt
m

a(t)
=

−
=

2
1

pot
2

E
(t)

D
x

(t)
=

⋅
oder:

B
ew

egungsgleichung (2. N
ew

ton‘sches A
xiom

) ist 
lineare D

ifferentialgleichung (D
G

L) 2. O
rdnung



2.2.4 (17)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

A
sin(

t
/2

x(t)
A

cos
)

(
t)=

ω
⋅

+
π

=
ω

⋅
dx(t)

v(t)
A

sin(
t)

dt
=

=
−

ω
ω

⋅
2

2
2

d
x(t)

a(t)
A

cos(
t)

dt
=

=
−

ω
ω

⋅

A
=x

0 , ϕ
= 0 :





2.2.4 (18)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

H
orizontales Federpendel:

W
ie entstehen dabei sinus-bzw

. cosinus-
förm

ige S
chw

ingungsverläufe?

C
osinus

m
it Ä

nderung der 

A
m

plitude A

(K
reis-)Frequenz ω

= 2πν
= 2π/T

P
hase ϕ

x(t)
A

sin(
t

)

D
m

=
ω

⋅
+

ϕ

ω
=

(P
eriode T)



2.2.4 (19)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

W
ie entstehen dabei sinus-bzw

. cosinus-förm
ige S

chw
ingungsverläufe?

D
ie B

ew
egung entspricht dem

 
Schattenw

urf einer 
gleichförm

igen K
reisbew

egung ! 
A

sin(
t

/2
x(t)

A
cos

)
(

t)=
ω

⋅
+

π
=

ω
⋅

const
ω

=
(t)

t
ϕ

=
ω

⋅

ω
= const

ϕ

x(t)
A

cos(
(t))

=
ϕ

Phase: keine Einheit



2.2.4 (20)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

Energieerhaltung: zeitabhängige kinetische und potentielle Energie

x(t)
A

sin(
t

)

D
m

=
ω

⋅
+

ϕ

ω
=

()
()

2
2

2
2

2
2

2
2

2

2
2

2 1
]

)
sin(

)
[cos(

2 1

)
sin(

2 1
)

cos(
2 1

)
(

2 1
)

(
2 1

D
A

t
t

D
A

t
D
A

t
A

m

t
D
x

t
m
v

t
E

t
E

pot
kin

=
+

+
+

=

+
+

+
=

+
=

+

ϕ
ω

ϕ
ω

ϕ
ω

ϕ
ω

ω



2.2.4 (21)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

A
nw

endung: 
W

ie kontrollieren A
stronauten in der S

chw
erelosigkeit ihre 

M
asse?

→
„B

ody M
ass M

easurem
ent D

evice“
•O

szillierender S
tuhl m

it Feder
•m

G
esam

t = m
S

tuhl + m
A

stronaut
•M

essung der K
reisfrequenz ω

ges

Dm
ω

=

Tam
ara Jernigan

B
sp:D

er S
tuhl (10kg) alleine schw

ingt m
it ν=1H

z, m
it T. Jernigan aber 

m
it ν‘=0.4H

z.  W
ie schw

er ist (w
ieviel M

asse hat) Tam
ara ?

kg
kg

m
kg m

kg
m
m

m
m

m
m

Astro

Astro

Stuhl

Astro
Stuhl

m
it

Astro
Stuhl

Stuhl
m
it

5.
52

]
10

16
/

1000
[

10
10

16
100

2

0

0

=
−

=
⇒

+
=

⇒

+
=

⎟ ⎟⎠ ⎞
⎜ ⎜⎝ ⎛

⇔
+

=
ω ω

ω ω



2.2.4 (22)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

Einfluss der G
ravitationskraft

Frage:W
as ändert sich, w

enn die Feder senkrecht hängt statt w
aagerecht liegt ?

(beides reibungsfrei)  
A

ntw
ort:

E
s gibt einen Zusatzterm

 in der D
G

L, 
der jedoch nur die statische A

uslenkung 
durch die G

ew
ichtskraft beschreibt. 

D
ie Frequenz w

ird 
nichtbeeinflusst.

m D

d
t

x
t

y
m
it

=

−
=

ω

0
)

(
)

(

(
)

)
(

)
(

)
(

)
(

)
(

0

t
y

m D
t

y

d
t

x
m D

g
t

x
m D

t
x

−
=

⇒

−
−

=
−

−
=

&&

&&

d
0 =
(m
g)/D





2.2.4 (23)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

(m
athem

atisches) Fadenpendel: auch ein harm
onischer O

szillator ?L g
=

ω
gL

θ
≈

−
θ

&&

punktförm
ige 

M
asse m

ωunabhängig
von m

•
die S

chw
ingung ist nur für kleine    

A
usschläge (θ

<
15°) harm

onisch!
•die S

chw
ingungsperiode ist unabhängig

von der M
asse (und von der A

m
plitude) sin(15°)=0.2588

15*π/180=0.2618
→

sin θ
≈

θθ
θ

θ
m
g

m
g

m
L

s
m

≈
=

=
sin

&&
&&

-

ν=1H
z ⇔

ω=2πH
z=6.28H

z
L = g/ω

2
~ 25cm



2.2.4 (24)
2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

G
edäm

pfte Schw
ingungen 

R
eibungskraft(prop. G

eschw
indigkeit v für kleine v): 

F
R

= -r v
(r = R

eibungskoeff.)

R
eibung führt zu A

bnahm
e

der A
m

plitude
und der Frequenz. 

F(t)
m

x(t)
D

x(t)
r

x(t)
=

⋅
=

−
⋅

−
⋅

&&
&

t2

x(t)
A

e
sin(

t
)

Dm
r/2m

−
δ

=
⋅

ω
⋅

+
ϕ

ω
=

−
δ

δ
=

x(t)

0
Dm

ω
<

ω
=

ω
0 : E

igenfrequenz der 
freien S

chw
ingung

Verifizieren der Lösung 
durch einsetzen in D

G
L.
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2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

G
edäm

pfte Schw
ingungen

x(t)

x(t)

freie S
chw

ingung

t2

x(t)
A

e
sin(

t
)

Dm
r/2m

−
δ

=
⋅

ω
⋅

+
ϕ

ω
=

−
δ

δ
=

2
D

/m
δ

<< 0
δ

=

schw
ache D

äm
pfung: ω

 ~ ω
0

2
D

/m
0

δ
=

⇒
ω

=
A

periodischer G
renzfall, A

uslenkung 
kehrt am

 schnellsten (exponentiell) zur R
uhelage zurück; 

w
ichtig für A

nw
endungen

2
D

/m
δ

>
ω

ist im
aginär, K

riechfall, keine O
szillation

2
(0.1

0.99)D
/m

δ
=

−
„m

ittlere“ D
äm

pfung: ω
 <

ω
0

…
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2.2.4 H

arm
onische Schw

ingungen

Erzw
ungene Schw

ingungen  (B
sp.: S

chaukel)
D

urch äußere periodische K
raft F

0 cos(ω
e t)

m
it beliebiger Frequenz ω

e 

w
ird der O

szillator zu S
chw

ingungen m
it ω

e
angeregt.

e
x(t)

A
cos(

t
)

=
⋅

ω
⋅

+
ϕ

0
e

m
x

r
x

D
x

F
cos(

t)
⋅

+
⋅

+
⋅

ω
⋅

=
&&

&

0
2

2
2

2
2

0
e

e

F
/m

A
(

)
4

=
ω

−
ω

+
δ

ω
R

esonanz
für ω

e
~ ω

0 
(d.h. m

axim
ale A

m
plitude), 

E
rregung im

 richtigen Takt

(b∝
r)

Lösung (für große t):

D
ie S

chw
ingung m

it ω
0

ist w
egen der 

D
äm

pfung für große t vernachlässigbar. 

R
esonanz-K

atastrophe



2.2.4 (27)
2.2.4 H

arm
on. Schw

ingungen: Zusam
m

enfassung
H

orizontales Federpendel
D

ifferentialgleichung (D
G

L):  
Lösung der D

G
L:

x(t)
A

sin(
t

)

D
m

=
ω

⋅
+

ϕ

ω
=

ω
unabh. von A und ϕ !

2

2

d
x(t)

D
x(t)

dt
m

=
−

x(t)
(D

/m
)x(t)

g
=

−
+

&&
D

m
ω

=

g
/L

ω
=

g
(t)

(t)
L

θ
≈

−
θ

&&
ω

unabhängig von m

t
x(t)

A
e

sin(
t

)
−

δ
=

⋅
ω

⋅
+

ϕ
2

(D
/m

)
ω

=
−

δ

(t)
A

sin(
t

)
θ

=
ω

⋅
+

ϕ

D
x(t)

x(t)
2

x(t)
m

=
−

⋅
−

δ
⋅

&&
&

Vertikales Federpendel

M
athem

atisches Fadenpendel

G
edäm

pfte Schw
ingung

Erzw
ungene Schw

ingung

e
x(t)

A
cos(

t
)

=
⋅

ω
⋅

+
ϕ

0
e

m
x

r
x

D
x

F
cos(

t)
⋅

+
⋅

+
⋅

=
ω

⋅
&&

&
für große t:


