2. Mechanik starrer Kérper: 2.2 Dynamik #*'!"

Dynamik: Einfluss von Masse und Kraft auf die Bewegung
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2.2.4 (2)
2.2.4 Harmon. Schwingungen: Zusammenfassung

Horizontales Federpendel Lésung der DGL:
Differentialgleichung (DGL): x(t) = A sin(m-t +
— N\ _ = B _
e - o=,/D/m o unabh.vonAund ¢!
Vertikales Federpendel
%(t) =—(D/m)x(t)+9 ®=,/D/m

Mathematisches Fadenpendel

O(t) =Asi .
@3 N |m®3 (t) Sin(m-t+ @)

w=+09/L o unabhangig von m

Gedampfte Schwingung X()=A-e ™ sin(w-t+ o)
D
X(t) =——-X(t)—20-X(t — _§2
(t) = ——x(1) ) ©=(D/m)-5
Erzwungene Schwingung far grof3e t:

m-X+r-x+D-x=Fcos(o,-t) x(t)=A-cos(w, t+e)
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2.2.5 (4)

2.2.5 Rotation

Drehbewegung / Rotation: die Bewegung eines Massenpunktes mit
konstantem Abstand zu einem beliebigen (aber bestimmten) Punkt im Raum.




2.2.5 Rotation 2.2.5(5)

Analogie Drehbewegung (Rotation) und geradlinige Bewegung (Translation):

s Wegstrecke < 0  Drehwinkel
v Geschwindigkeit < o© Winkelgeschwindigkeit
a Beschleunigung <~ dw/dt Winkelbeschleunigung |

-

-~ -

m Masse <~ J Tragheitsmoment (oder | oder 0;  Beharrungsvermogen
(Tragheit, > 5
Beharrungsvermdégen J=mr J H._.—. dm gegen Rotation)
gegen Translation)

F Kraft (Ursache & M Drehmoment (oder T oder D; Ursache einer Dreh-

einer Beschleunigung) Beschleunigung)
Fem.3 — B - do . = :
=m-a =p _<_u9|ﬁuqx_u Mi=r-F =r-F-sin®
p=m-v L=J-6=7xp |L|=r-p,

p Impuls <~ L Drehimpuls



2.2.5 Rotation: Trigheitsmoment 2:2.5(6)

Betrachte Rotation um eine feste Drehachse (Translation separiert):

Das Beharrungsvermogen (die Tragheit) gegentber einer Rotation
wachst mit dem Abstand r zur Drehachse.

| S J-1m 36kg J=36kgm?
Tragheitsmoment J m 2m @ 9 kg
fir einen Massepunkt: |J=mr* o | 3m @ 4k
5 g

1) Ein Massepunkt ist Gber einen masselosen Stab an einer Drehachse befestigt
und lauft mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o auf einer Kreisbahn. Erinnerung:
Analogieem<© J, v o, YamviEe %] o? Voot

=» kinetische Energie E,;, =Y2m v? =% m (or)? =% (mr?) o? = % J ®?

> J=mr? |

2) Rotation eines starren Korpers aus N Massepunkten (o ist flr alle gleich):
N N

E o =AMt = Y dm (or)? = Y (m)e? =[1= Y mr
i=1 =1

=1 =1




2.2.5 Rotation: Trigheitsmoment 2:2.5(7)

Betrachte Rotation um eine feste Drehachse (Translation separiert):

Das Beharrungsvermogen (die Tragheit) gegentber einer Rotation
wachst mit dem Abstand r zur Drehachse.

| 3 pim 36 kg J =36 kg m?
Tragheitsmoment J m 2m @ 9 kg
fiir einen Massepunkt: |J = mr? o | 3m @ 4k
5 g

FUr mehrere Massepunkte m,
an den Orten r:: |
[ ,u _ Mg_ﬂm }M_w

i

1~
Fir ausgedehnten starren Korper: RIS el
J=rdm S
FUr homogene Korper b Q/O_ A Dick
mit konstanter Dichte ,_HTN m HT,N AV V =dA-Dicke
o =m/V = dm/dV : d p-d




2.2.5 Rotation: Trigheitsmoment 2:2.5(8)

Beispiel:
Tragheitsmoment ftr R I | 2 | 2
mehrere Massepunkte m, through J=ml=1| +ml =
an den Orten I center of mass 2 2
4y |com L _IN
QHMB_:N ° T Q9 =J=m—
1 - Wh - Wh V— N
(@) Tragheitsmoment
gilt bzgl. einer
_— Rotation axis through bestimmten Achse !
end of rod
m com =
” | 9 J=m+0
o L V_



2.2.5 Rotation: Tragheitsmoment

Hoop about
central axis

1= MR? (a)

Solid cylinder
(or disk) about

\ central diameter

L

o —

(d)

=+MR? + {s ML2

Axis

Thin
spherical shell
about any
diameter

(g)

I~
I
wolra
=
=)

no

Annular cylinder

(or ring) about
central axis

I=$M(R? + R3) (b)

Axis

Thin rod about
axis through center
perpendicular to

length
71

I=$MIL2 kel

Axis

y .il///

T
A
e

1=1MR? i

&%

Solid cylinder
(or disk) about

X, central axis

L

1=-4{MR? (c)
Axis 7
. = Solid sphere
y about any
diameter
2R
I=3MR? ()
Axis
Slab about
perpendicular
axis through
| center
b \
— a rllv._\\

()

2.2.5 (9)

Tabelle der wichtigsten Tragheitsmomente (bzgl. einer bestimmten Drehachse):



2.2.5 Rotation: Tragheitsmoment 2.2:5(10)

Rotation um freie Achsen:

Im Koordinatensystem des rotierenden
Korpers ubt jedes Massenelement eine
Zentrifugalkraft aus. Die Summe
dieser Krafte ist Null bei Drehung um
eine Symmetrieachse.

IFiugal = mo?r
=» um diese freien Achsen kann sich
ein Korper frei (ohne Lager) drehen.

Jeder Korper hat drei freie Achsen
(Haupttragheitsachsen).

Stabil ist die Rotation nur um die beiden Achsen mit
minimalem bzw. maximalem Tragheitsmoment

(hier: A; und Ag) J <] <)
3 2 1



2.2.5 (11)

2.2.5 Rotation: Drehimpuls

Anschaulich ist der Impuls p gleich dem ,,Schwung® einer sich bewegenden Masse
und der Drehimpuls L gleich dem ,,Drall®.

Analogie: ., _
meJd, Ve o p=m-Vv

Drehimpuls: | =J-®=TxpP

Right hand

Einheit L: U /N m :

1kgm?/s i_li =I-Py B e

=1Nms Right hand k
1) Krafte erzeugen Impulsanderungen (E = dp/dt), 7 .

Drehmomente erzeugen Drehimpulsédnderungen (M = dL/dt)
2) L ist ein axialer Vektor (o auch), Richtung: rechte-Hand-Regel

3) Drehimpuls, Drehmoment & Tragheitsmoment beziehen sich
auf eine bestimmte Drehachse

- Drehimpulserhaltung A

Der (Gesamt-)Drehimpuls ist im abgeschlossenen System (keine aul3eren
. Drehmomente) eine Erhaltungsgrof3e (analog zu Energie und Impuls). )




2.2.5 (12)

2.2.5 Rotation: Drehimpulserhaltung

Bsp.: Drehimpulserhaltung Veranderung des Tragheitsmomentes
7 e — - - ﬂ_U
zﬁ,\ L=J.-0o=rxp
4 ®
@ - ()

| Tragheitsmoment J grol3,
v 4 Kreisfrequenz o klein

Rotation axis

(a) Drehimpuls: L = const

ﬂ\_,U@. Tragheitsmoment J klein,
® Kreisfrequenz o grof3

Jo ' ==—Lw nicht  konst.!!




2.2.5 Rotation: Drehmoment 2.2.5(13)

Eine Kraft F andert den Impuls p (bzw. die Geschw. v),
ein Drehmoment M andert den Drehimpuls L (bzw. die Kreisfrequenz o),
d.h. ein Drehmoment fuhrt zu einer Dreh-Beschleunigung.

— - do - dL Drehmoment M
DrehimpulsL L=J-® M=J "t M = m Einheit M: 1 kg m?/ s2
Analogie: 0 =
m<e J, Ve o, Mw Mw QU
a=dv/dt < dw/dt P=m-V  E=m-3 F= pn

Beispiele fur ein Drehmoment M:

Hinge
(axis of rotation) ..I

I\L\I ~ @
Door w




2.2.5 Rotation: Drehmoment 2.2.5(14)

Wie hangen Drehmoment M und Kraft F zusammen ?

Hinge
(axis of rotation)

ﬁ, o _® -—

Door w ﬁm . % ﬁv w
Drehmoment M wachst mit dem Nur Komponente F
Hebelarm (Abstand r des Angriffs- senkrecht zur Verbindungs-
punktes der Kraft F zur Drehachse) linie zur Drehachse zahlt

Kraft mal Hebelarm®

— Line of
action

F \ Line of action

Line of action

Axis of
Rotation

£= 0, since line of
Lever arm = £ _ N action passes through axis




2.2.5 Rotation: Drehmoment 2.2.5(13)

Wie hangen Drehmoment M und Kraft F zusammen ?

Hinge
(axis of rotation)

k, @ @ -—
Door % f % ,ﬂ, m
Drehmoment M wachst mit dem Nur Komponente F
Hebelarm (Abstand r des Angriffs- senkrecht zur Verbindungs-
punktes der Kraft F zur Drehachse) linie zur Drehachse zahlt
,Kraft mal Hebelarm®
i_/\: = F,: E|lrbzw. E 1 v, gleichformige Kreisbewegung
= = ® = const, nur Richtung von v &ndert sich
=r-F-sin® (vgl. Kap. 2.1)
_/L\_ — T _m F,: FE_L1lrbzw. F || v, beschleunigte Kreisbewegung
o = dw/dt # 0, Betrag von v andert sich
hier ist M || zur Drehachse; = nur F, erzeugt ein Drehmoment
Richtung: rechte-Hand-Regel



2.2.5 Rotation: Drehmoment

Richtung des Drehmoments M =~

Richtung:

M=TFxF

rechte-Hand-Regel

M zeigt aus der Zeichenebene
heraus (,nach oben®),
Drehung gegen Uhrzeigersinn

Hinge
{axis of rotation)

|||||
~o

I’,Ill‘\

M zeigt in die Zeichenebene
hinein (,nach unten®),
Drehung mit dem Uhrzeigersinn

—

. IQ|_|v . .
hier: M= &ﬁ (anti-)parallel zum Drehimpuls L

> Anderung des Betrags von L

>

Mittelfinget” 6)
Daumen
ZoA%b

-~ Zeigefin

Mittelfin.

"..|v
a

Daumen
Zeigefinger

M

L

d ——7 AL

D % L
\yi

.o _dL =
Fur M = &ﬁkr

= Anderung der

—

Richtung von L
=» Prazession




2.2.5 (17)

2.2.5. Die Physik des Diabolos




2.2.5. Die Physik des Diabolos

2.2.5 (18)




2.2.5 (19)

2.2.5 Rotation: Drehimpulserhaltung

Bsp.: Fahrrad fahren
Drehimpulserhaltung erhoht die Stabilitat des Fahrrades.

Je grol3er der Drehimpuls, desto stabiler lauft das Rad.
DrehimpulsL=Jo=mr’o=mryv

Ein Rad lauft umso stabiler
je schwerer die Felge, je grof3er der Felgenradius, je schneller man fahrt.




2.2.5 (20)

2.2.5 Rotation: Hebel

Hebelgesetz: Am Hebel herrscht
Gleichgewicht, wenn sich die angreifenden
Drehmomente vektoriell zu Null addieren:

—

M

ges

=M, +M, =0

oder |F-r,-sin®, =F,-r,-sin®,

Kraft x Kraftarm = Last x Lastarm

-

Fs

F

@)

zwelarmiger Hebel

einarmiger Hebel

=

=
2 /_un,.
’

O, =0, =mn/2 (90°)
=>Fk-nr=FK-r,

r

=F=F-+>F
ﬁm

Das Heben der Last

wird um das

Verhaltnis der
Hebelarme erleichtert

Bsp.: Skelett-Mechanik

Gewichtskraft F, greift im Schwer-
punkt S an, der Bizeps greift naher

am Gelenk an:

Fo c@-Sina=F b
Muskel

U ﬂ_/\__e_w—A V ﬂm
m Oberarm
Sehne
; m/. Ellenbogen-
k
Hand Unterarm R gelen
—— b | .

—

F
Durch den Hebelarm
(a << b) muss der Muskel mehr als
nur die Gewichtskraft aufbringen.



2.2.5 Rotation: Schwerpunkt 225(2)

Erinnerung:

jede Bewegung eines starren Kdrpers lasst sich trennen in z @E
die Translation eines Massenpunktes (des Schwerpunktes) = )
und eine Rotation.

v
X

An jedem Massenelement eines starren Korpers greift die Gewichtskraft an.

Am Schwerpunkt S ist die Summe der — Y viE
resultierenden Drehmomente gleich Null. _/\_@8 B _<_H + _<_N =0

=>» ein am Schwerpunkt aufgehangter Korper erfahrt durch die Gewichtskraft
keine Drehbeschleunigung. (analog zu 1. Newtonschem Axiom: F =0 <> a = 0)




2.2.5 Rotation: Schwerpunkt

2.2.5 (22)

Yo
> 2. M
N = .
S (za
\3)@4%
i a. gxy ~
<593
D ¢ ._..P
.Hﬂ) \V4 vV
-
-

\D\&.::L tom A WQA s}\au?,m\gu

(=> \ﬂ.ga‘:)w + AlN«S.V QHD

AI..l/InV 3\)\3)\_ = = Alu/\&»p




2.2.5 Rotation: Schwerpunkt 22.5(23)

ﬁH.BH@.mij\” ﬁm .3N©.mm3@

o + B =180° B
=> sin f = sin(180°- o)
=sin a

— hm; =r,m,



2.2.5 (24)

2.2.5 Rotation: Hebel, Schwerpunkt

Bsp.:
Der Wurf gelingt leichter, wenn Sie wie in (a) den Schwerpunkt lhres
Gegners auf die Drehachse (die Hifte) ziehen. So erzeugt seine

Gewichtskraft kein Drehmoment bzgl. der Drehachse.

Hebelarm d, Hebelarm dy
Ihres Zuges der Gravitations-

Schwerpunkt kraft auf den Gegner

des Gegners /

_, ,.,,,_,W ¥
.t L .‘.n_.:.
,,_,, ﬁm
Ay P Hebel-
[ w _ Dreh- arm d,
it @. 47 ‘_ achse Ihres
1_ﬁ M /| | aufder Zuges
[/ g_ \. [ Hiifte
-

()



2.2.5 Rotation: Zusammenfassung 223 (%)

Krafte sind die Ursache von Impulsanderungen;
Drehmomente sind Ursache von Drehimpulsanderungen.
Anschaulich ist der Impuls p der Schwung und der Drehimpuls L der Drall.

ﬁ Im abgeschlossenen System sind Impuls und Drehimpuls erhalten. y

Viele Formeln flr die Rotation lassen sich per Analogie zur Translation ableiten,
meJ, ve&o, a=dvdte do/dt, p& L, FSM,
Bsp..p=mv & L=Jo; F=ma& M=Jdo/dt; F=dp/dt & M =dL/dt

Die Grof3en der Drehbewegung beziehen sich auf eine bestimmte Drehachse.

Tragheitsmoment: |J =mr? Drehmoment: M Hg.g Drehimpuls: |

J-o

o (T
!
I
=l
X
ol

X
Rotationsenergie: E =1Jwo’ M =dL/




Analogie: Translations- <> Rotationsbewegund*°“”

Strecke S 0 Winkel
Geschw. v=ds/dt w=d0/dt Winkelgeschw.
Beschleunigung a=dv/dt dw/dt Winkel-Beschl.
Impuls p=myv L=Jo=rxp Drehimpuls
trage Masse m J=mr2 = |, r’pdV Tragheits-
moment
kinet. Energie Y5 mv2=p?/(2m) Y5 J v?=L?/(2J) Rotations-
energie
Kraft F =m a=dp/dt M=Jdo/dt=dL/dt=r x F Drehmoment

- Fett gedruckt sind vektorielle Grof3en, normal gedruckt sind skalare Grof3en, 6 ist zB. die Lange von 0!
- ®, 6 und L sind axiale Vektoren
- 0 entspricht der Drehung um den Winkel 6 um die Achse parallel zu 6



