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2. M

echanik starrer K
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ynam
ik

Inhalt:
2.2.1 K

räfte 
2.2.2 Im
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2.2.4 Schw
ingungen

2.2.5 R
otation

D
ynam
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asse und K
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ew
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2.2.4 (2)
2.2.4 H

arm
on. Schw

ingungen: Zusam
m

enfassung
H

orizontales Federpendel
D

ifferentialgleichung (D
G

L):  
Lösung der D

G
L:

x(t)
A

sin(
t

)

D
m

=
ω

⋅
+

ϕ

ω
=

ω
unabh. von A und ϕ !

2

2

d
x(t)

D
x(t)

dt
m

=
−

x(t)
(D

/m
)x(t)

g
=

−
+

&&
D

m
ω

=

g
/L

ω
=

g
(t)

(t)
L

θ
≈

−
θ

&&
ω

unabhängig von m

t
x(t)

A
e

sin(
t

)
−

δ
=

⋅
ω

⋅
+

ϕ
2

(D
/m

)
ω

=
−

δ

(t)
A

sin(
t

)
θ

=
ω

⋅
+

ϕ

D
x(t)

x(t)
2

x(t)
m

=
−

⋅
−

δ
⋅

&&
&

Vertikales Federpendel

M
athem

atisches Fadenpendel

G
edäm

pfte Schw
ingung

Erzw
ungene Schw

ingung

e
x(t)

A
cos(

t
)

=
⋅

ω
⋅

+
ϕ

0
e

m
x

r
x

D
x

F
cos(

t)
⋅

+
⋅

+
⋅

=
ω

⋅
&&

&
für große t:



2.2.1 (3)
2. M

echanik starrer K
örper:  2.2 D

ynam
ik

Inhalt:
2.2.1 K

räfte 
2.2.2 Im

puls
2.2.3 A

rbeit, E
nergie, Leistung

2.2.4 S
chw

ingungen
2.2.5 R

otation

D
ynam

ik:   Einfluss von M
asse und K

raft auf die B
ew

egung



2.2.5 (4)
2.2.5 R

otation

D
rehbew

egung / R
otation:

die B
ew

egung eines M
assenpunktes m

it 
konstantem

 A
bstand zu einem

 beliebigen (aber bestim
m

ten) P
unkt im

 R
aum

. 

z

x



2.2.5 (5)
2.2.5 R

otation

A
nalogie D

rehbew
egung (R

otation) und geradlinige B
ew

egung (Translation):

s   W
egstrecke 

θ
D

rehw
inkel

v   G
eschw

indigkeit 
ω

W
inkelgeschw

indigkeit
a   B

eschleunigung 
dω/dt  W

inkelbeschleunigung

m
 M

asse
J   Trägheitsm

om
ent (oder Ioder θ;      B

eharrungsverm
ögen

(Trägheit, 
B

eharrungsverm
ögen 

gegen R
otation )   

gegen Translation)

F
K

raft
(U

rsache
M

D
rehm

om
ent(oder T oder D

; U
rsache einer D

reh-
einer B

eschleunigung)
B

eschleunigung)

p
Im

puls
L

D
rehim

puls

M
r

F
r

F
sin

⊥
=

⋅
=

⋅
⋅

Φ
d

M
J

r
F

dt ω
=

⋅
=

×
r

r
r

r
F

m
a

=
⋅

r
r

2
J

m
r

=
2

J
r

dm
=∫

L
r

p
⊥

=
⋅

L
J

r
p

=
⋅ω

=
×

r
r

r
r

p
m

v
=

⋅
r

r

x
F

m
F

⊥

F
||

p & r
=



2.2.5 (6)
2.2.5 R

otation: Trägheitsm
om

ent

B
etrachte R

otation
um

 eine feste D
rehachse (Translation separiert): 

D
as B

eharrungsverm
ögen

(die Trägheit) gegenüber einer R
otation

w
ächst m

it dem
 A

bstand r zur D
rehachse.  

Trägheitsm
om

ent J 
für einen M

assepunkt:
2

J
m

r
=

Drehachse

1m2m3m

36 kg9 kg
4 kg

J = 36 kg m
2

1) E
in M

assepunkt ist über einen m
asselosen S

tab an einer D
rehachse befestigt  

und läuft m
it konstanter W

inkelgeschw
indigkeit ω

auf einer K
reisbahn. 

A
nalogie: m

 
J,   v 

ω
 ,   ½

 m
 v

2
½

 J ω
2

kinetische E
nergie E

kin = ½
 m

 v
2= ½

 m
 (ωr) 2

= ½
 (m

r 2)ω
2

=  ½
 J ω

2

J = m
r 2

N
N

N
2

2
2

2
1

1
1

kin
i

i
i

i
i

i
2

2
2

i
1

i

N
2

i
1

1
i

i
1

i
E

m
v

m
(

r)
r

m
J

(
r

m
)

=
=

=
=

=
=

=
ω

=
ω

⇒
∑

∑
∑

∑
2) R

otation eines starren K
örpers aus N

 M
assepunkten (ω

ist für alle gleich): 

E
rinnerung: 

v = ω
r



2.2.5 (7)

Für m
ehrere

M
assepunkte m

i
an den O

rten ri :

2.2.5 R
otation: Trägheitsm

om
ent

2
J

r
dm

=∫

2
i

i
i

J
m

r
=∑

B
etrachte R

otation
um

 eine feste D
rehachse (Translation separiert): 

D
as B

eharrungsverm
ögen

(die Trägheit) gegenüber einer R
otation

w
ächst m

it dem
 A

bstand r zur D
rehachse.  

Trägheitsm
om

ent J 
für einen M

assepunkt:
2

J
m

r
=

Drehachse

1m2m3m

36 kg9 kg
4 kg

J = 36 kg m
2

2
2

J
r

dm
r

dV
=

=
ρ⋅

∫
∫

Für hom
ogene K

örper 
m

it konstanter D
ichte 

ρ
= m

/V
 = dm

/dV
 :

Für ausgedehnten starren K
örper: 

D
icke

dA
dV

⋅
=



2.2.5 (8)
2.2.5 R

otation: Trägheitsm
om

ent

B
eispiel: 

Trägheitsm
om

ent für 
m

ehrere
M

assepunkte m
i

an den O
rten ri :

Trägheitsm
om

ent 
gilt bzgl. einer 

bestim
m

ten A
chse !

2
i

i
i

J
m

r
=∑

22

2
L

L
J

m
m

2
2

L
J

m
2

⎛
⎞

⎛
⎞

=
+

⎜
⎟

⎜
⎟

⎝
⎠

⎝
⎠

⇒
=

2
J

m
L

0
=

+



2.2.5 (9)
2.2.5 R

otation: Trägheitsm
om

ent

Tabelle der w
ichtigsten Trägheitsm

om
ente (bzgl. einer bestim

m
ten D

rehachse):



2.2.5 (10)
2.2.5 R

otation: Trägheitsm
om

ent

R
otation um

 freie A
chsen:

A
1

A
3

A
2

J
m

ax
J

m
in

Im
 K

oordinatensystem
 des rotierenden 

K
örpers übt jedes M

assenelem
ent eine 

Zentrifugalkraftaus. D
ie S

um
m

e 
dieser K

räfte ist N
ull bei D

rehung um
 

eine Sym
m

etrieachse. 
|F

fugal | = m
ω

2r
um

 diese freien A
chsen

kann sich 
ein K

örper frei (ohne Lager) drehen.

Jeder K
örper hat drei freie A

chsen
(H

auptträgheitsachsen).  

Stabilist die R
otation nur um

 die beiden A
chsen m

it 
m

inim
alem

 bzw
. m

axim
alem

 Trägheitsm
om

ent
(hier: A

1 und A
3 ) 

1
2

3
J

J
J

<
<



2.2.5 (11)
2.2.5 R

otation: D
rehim

puls

D
rehim

pulserhaltung
D

er (G
esam

t-)D
rehim

puls ist im
 abgeschlossenen S

ystem
 (keine äußeren 

D
rehm

om
ente) eine E

rhaltungsgröße (analog zu E
nergie und Im

puls).

1) K
räfte erzeugen Im

pulsänderungen (F
= dp/dt), 

D
rehm

om
ente erzeugen D

rehim
pulsänderungen

(M
= dL/dt)

2) L
ist ein axialer Vektor(ω

auch), R
ichtung: rechte-H

and-R
egel

3) D
rehim

puls, D
rehm

om
ent &

 Trägheitsm
om

ent beziehen sich 
auf eine bestim

m
te D

rehachse

A
nschaulich ist der Im

puls p
gleich dem

 „Schw
ung“

einer sich bew
egenden M

asse 
und der D

rehim
puls L gleich dem

 „D
rall“. 

p
m

v
=

⋅
r

r

D
rehim

puls:

A
nalogie: 

m
 

J,   v 
ω

E
inheit L: 

1 kg m
2/ s

= 1 N
m

s 

m

v
⊥

r
ω

2
J

m
r

=

L
r

p
⊥

=
⋅

L
J

r
p

=
⋅ω

=
×

r
r

r
r



2.2.5 (12)
2.2.5 R

otation: D
rehim

pulserhaltung

B
sp.:D

rehim
pulserhaltung

L
J

r
p

=
⋅ω

=
×

r
r

r
r

Trägheitsm
om

ent J groß, 
K

reisfrequenz ω
klein

Trägheitsm
om

ent J klein, 
K

reisfrequenz ω
groß

D
rehim

puls: L = const

Veränderung des Trägheitsm
om

entes

!.!
2 1

2 1
2

1 2

2 1

konst
nicht

L
J

E J J

rot
ω

ω

ω ω

=
= =



2.2.5 (13)
2.2.5 R

otation: D
rehm

om
ent

E
ine K

raft F ändert den Im
puls p

(bzw. die G
eschw

. v), 
ein D

rehm
om

ent M
 ändert den D

rehim
puls L (bzw

. die K
reisfrequenz ω), 

d.h. ein D
rehm

om
ent führt zu einer D

reh-B
eschleunigung.  

L
J

=
⋅ω

r
r

p
m

v
=

⋅
r

r

D
rehim

puls L

A
nalogie: 

m
 

J, v 
ω

, 
a=dv/dt 

dω/dt
m

F
⊥

r

d
M

J
dt ω

=
⋅
r

rF
m

a
=

⋅
r

r

D
rehm

om
ent M

dp
F

dt
=

r
r

dL
M

dt
=

r
r

B
eispiele für ein D

rehm
om

ent M
: 

E
inheit M

: 1 kg m
2/ s

2

= 1 N
m

F
G



2.2.5 (14)
2.2.5 R

otation: D
rehm

om
ent

W
ie hängen D

rehm
om

ent  M
 und K

raft F
zusam

m
en ?

D
rehm

om
ent M

 w
ächst m

it dem
 

H
ebelarm

 (A
bstand r des A

ngriffs-
punktes der K

raft F zur D
rehachse) 

N
ur K

om
ponente F

⊥
senkrechtzur Verbindungs-
linie zur D

rehachse zählt
„K

raft m
al H

ebelarm
“

F
m

F
⊥

F
||

Φ



2.2.5 (15)
2.2.5 R

otation: D
rehm

om
ent

W
ie hängen D

rehm
om

ent  M
 und K

raft F
zusam

m
en ?

D
rehm

om
ent M

 w
ächst m

it dem
 

H
ebelarm

 (A
bstand r des A

ngriffs-
punktes der K

raft F zur D
rehachse) 

N
ur K

om
ponente F

⊥
senkrechtzur Verbindungs-
linie zur D

rehachse zählt

hier ist M
|| zur D

rehachse; 
R

ichtung: rechte-H
and-R

egel

M
r

F
r

F
sin ⊥

=
⋅

=
⋅

⋅
Φ

M
r

F
=

×
r

r
r

F
m

F
⊥

F
||

Φ

F
|| : F

|| rbzw
. F

⊥
v, gleichförm

ige K
reisbew

egung 
ω

= const,nur R
ichtung von v

ändert sich
(vgl. K

ap. 2.1)
F

⊥ : F
⊥

rbzw
. F

|| v, beschleunigte K
reisbew

egung
dω/dt ≠

0, B
etrag von v

ändert sich
nur F

⊥
erzeugt ein D

rehm
om

ent

„K
raft m

al H
ebelarm

“



2.2.5 (16)
2.2.5 R

otation: D
rehm

om
ent

R
ichtung

des D
rehm

om
ents M

M
 zeigt aus der Zeichenebene 

heraus („nach oben“), 
D

rehung gegen
U

hrzeigersinn 

M
r

F
=

×
r

r
r

r r

F
m

F
⊥

r

M
 zeigt in die Zeichenebene 

hinein („nach unten“), 
D

rehung m
itdem

 U
hrzeigersinn 

F

m
F

⊥

r

r

F
⊥

hier:
(anti-)parallel zum

 D
rehim

puls 

Ä
nderung des B

etrags
von 

dL
M

dt
=

r
r

L r

L r

Für Ä
nderung der 

R
ichtung

von
Präzession

L r

dL
M

L
dt

=
⊥

r
r

r

R
ichtung: 

rechte-H
and-R

egel

D
aum

en
Zeigefinger

Zeigefin .

M
ittelfinger

D
aum

enM
ittelfin.



2.2.5. D
ie Physik des D

iabolos 
2.2.5 (17)



2.2.5. D
ie Physik des D

iabolos 
2.2.5 (18)



2.2.5 (19)
2.2.5 R

otation: D
rehim

pulserhaltung

B
sp.:Fahrrad fahren

D
rehim

pulserhaltung erhöht die S
tabilität des Fahrrades.

Je größer der D
rehim

puls, desto stabiler läuft das R
ad.

D
rehim

puls L
= J ω

= m
 r 2

ω
= m

 r v

E
in R

ad läuft um
so stabiler 

je schw
erer die Felge, je größer der Felgenradius, je schneller m

an fährt.  



2.2.5 (20)
2.2.5 R

otation: H
ebel

H
ebelgesetz:A

m
 H

ebelherrscht 
G

leichgew
icht, w

enn sich die angreifenden 
D

rehm
om

ente vektoriell zu N
ull addieren: 

ges
1

2
M

M
M

0
=

+
=

r
r

r

1
1

1
2

2
2

F
r

sin
F

r
sin

⋅
⋅

Φ
=

⋅
⋅

Φ
oder

B
sp.: S

kelett-M
echanik

zw
eiarm

iger H
ebel

einarm
iger H

ebel

M
usk

s
F

a
sin

F
b

⋅
⋅

α
=

⋅
K

raft x K
raftarm

 = Last x Lastarm
M

usk
s

F
F

⇒
>

D
urch den H

ebelarm
 

(a << b) m
uss der M

uskel m
ehr als 

nur die G
ew

ichtskraft aufbringen.

1
2

/2
Φ

=
Φ

=
π1

2
1

1
2 r

F
F

F
r

⇒
=

⋅
>

D
as H

eben der Last 
w

ird um
 das 

Verhältnis der 
H

ebelarm
e erleichtert

(90°)

1
1

2
2

F
r

F
r

⇒
⋅

=
⋅

G
ew

ichtskraft F
s greift im

 S
chw

er-
punkt S

 an, der B
izeps greift näher 

am
 G

elenk an: 



2.2.5 (21)
2.2.5 R

otation: Schw
erpunkt

E
rinnerung:

jede B
ew

egung eines starren K
örpers lässt sich trennen in 

die Translation
eines M

assenpunktes (des Schw
erpunktes) 

und eine R
otation.

A
n jedem

 M
assenelem

ent eines starren K
örpers greift die G

ew
ichtskraft an.

A
m

 Schw
erpunkt S

ist die S
um

m
e der 

resultierenden D
rehm

om
ente gleich N

ull. 
ein am

 S
chw

erpunkt aufgehängter K
örper erfährt durch die G

ew
ichtskraft 

keine D
rehbeschleunigung.   (analog zu 1. N

ew
tonschem

 A
xiom

: F
ges =0 

a = 0)

ges
1

2
M

M
M

0
=

+
=

r
r

r z

x



2.2.5 (22)
2.2.5 R

otation: Schw
erpunkt



2.2.5 (23)

α
+ β = 180°
sin β

= sin(180°-α) 
= sin α

2.2.5 R
otation: Schw

erpunkt

1
1

2
2

r
m

g
r

m
g

⋅
=

⋅

B
sp.:

1
2

2
1

r
m

r
m

⇒
= S

m
1

m
2

F
1

F2

r1
r2

S

F
1

F
2

r1
r2

α

β
1

1
2

2
r

m
g

sin
r

m
g

sin
⋅

⋅
α

=
⋅

⋅
β

1
1

2
2

rm
rm

⇒
=



2.2.5 (24)
2.2.5 R

otation: H
ebel, Schw

erpunkt

B
sp.: 

D
er W

urf gelingt leichter, w
enn S

ie w
ie in (a) den S

chw
erpunkt Ihres 

G
egners auf die D

rehachse (die H
üfte) ziehen. S

o erzeugt seine 
G

ew
ichtskraft kein D

rehm
om

entbzgl. der D
rehachse. 



2.2.5 (25)
2.2.5 R

otation: Zusam
m

enfassung

K
räfte

sind die U
rsache von Im

pulsänderungen; 
D

rehm
om

ente
sind U

rsache von D
rehim

pulsänderungen.  
A

nschaulich ist der Im
puls p der Schw

ung
und der D

rehim
puls L

der D
rall. 

Im
 abgeschlossenen S

ystem
 sind Im

puls und D
rehim

puls erhalten. 

Viele Form
eln für die R

otation lassen sich per A
nalogie

zur Translation ableiten, 
m

 
J,    v 

ω,    a=dv/dt 
dω/dt,    p 

L,    F 
M

, 
B

sp.: p = m
 v 

L = J ω;       F = m
 a 

M
 = J dω/dt;    F = dp/dt 

M
 = dL/dt

D
ie G

rößen der D
rehbew

egung beziehen sich auf eine bestim
m

te D
rehachse. 

Trägheitsm
om

ent:
D

rehm
om

ent:
D

rehim
puls: 

R
otationsenergie: 

2
J

m
r

=

M
r

F
=

×
r

r
r

L
r

p
=

×
r

r
r

d
M

J
dt ω

=
⋅
r

r

L
J

=
⋅ω

r
r

M
dL

/dt
=

r
r

2
12

E
J

=
ω



A
nalogie: Translations-

R
otationsbew

egung 2.2.5 (26)

S
trecke

s
θ

W
inkel

G
eschw.

v=ds/dt
ω=dθ/dt

W
inkelgeschw.

B
eschleunigung

a=dv/dt
dω/dt

W
inkel-B

eschl.
Im

puls
p = m

 v
L

= J ω
= r

×
p

D
rehim

puls
träge

M
asse

m
J=m

r 2= ∫Vol. r 2ρdV
Trägheits-
m

om
ent

kinet.E
nergie

½
 m

v
2=p

2/(2m
)

½
 J ω

2=L
2/(2J)

R
otations-
energie

K
raft

F
= m

a
= dp/dt

M
= J dω/dt= dL/dt= r

×
F 

D
rehm

om
ent

-Fett gedruckt sind vektorielle G
rößen, norm

al gedruckt sind skalare G
rößen, θ

ist zB
. die Länge von  θ

! 
-ω, θ

und L
sind axiale Vektoren

-θ
entspricht der D

rehung um
 den W

inkel θ
um

 die A
chse parallel zu θ


