3.2 Hydrostatik: Zusammenfassung

3.2 (1)

- Druck ist allseitig, keine Vektorgrol3e.

- Schweredruck in inkompressibler Flussigkeit: p(h) = pgh

Im idealen Gas:
- Volumenarbeit: W = p AV
- Stempeldruck / Hydraulik: F, / F, = A, [ A,

- Auftrieb = Gewichtskraft der verdrangten Flussigkeit: Fp ¢ = py 9 Vigmer = My 9

Oberflachen / Grenzflachen:

- Oberflachenspannung (spez. Oberflachenenergie). o = AE / AA

- o > 0 = Oberflache will minimal werden

- Steighdhe in Kapillare (3 versch. Oberflachen): h = 2o cos(0) / (r p 9)
- Im Gleichgewicht steht die Gesamtkraft senkrecht auf Fl.-Oberflache

_pi.g.h'

p(h) =pse ™




3.3 (2)

3.3 Hydrodynamik
L
Hydrodynamik: Lehre von stromenden Flussigkeiten (+ darin umstromten Korpern)

Aerodynamik: Lehre von stromenden Gasen (+ darin umstromten Kdrpern)

Keine Bahnberechnung von einzelnen Teilchen, sondern Beobachtung der
vorbeistromenden Fluidpakete am Ort (X,y,z) in Abhangigkeit von der Zeit t.

Betrachte ideale FlUssigkeit:
- inkompressibel (Dichte p (fast) unabhéangig vom Druck)
- nicht-viskos (keine innere Reibung zw. den Flussigkeitsteilchen,
nur aulRere Reibung an der Wand des Behalters (fir nicht-benetzend))

Stromungsformen:
- stationar / nichtstationar
- laminar (Stromung in nicht-mischenden Schichten) / turbulent (mit Wirbeln)
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3.3 Hydrodynamik

Stationare Stromung
. o o -» vy =+0.5 m/
Geschwindigkeit eines vorbeistromenden L £
- g —
Teilchens hangt nur vom Ort ab, P vi=+2m/s
. i Fluid particles
nicht aber von der Zeit: v =V (X,y,2)

(Betrag & Richtung erhalten)

Visualisierung durch Stromlinien: L ——
Tangente an Stromlinie gibt die Ortliche Geschwindigkeit an.

Stromlinien kénnen sich Streamline

nicht schneiden. vy

v
P Streamline

}

e
element
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3.3 Hydrodynamik
Kontinuitatsgleichung

Frage: Warum andert sich die Ausstromgeschwindigkeit, ™
wenn die Offnung verkleinert wird?

Antwort: well kein Wasser entweichen kann oder hinzukommt
(d.h. die Massenstromstarke Am/At ist konstant)

Massenstromstarke |, = Am/At

(Rate des- Massenflusses durch =
Querschnittsflache A): i N
Am . -,
Im:E:const:pl~V1/At & 4 v
‘)‘ Lﬁ ) v At
— o B — . . V2 J
=P AV =Py ALY, Al-vlelﬁz\/llAt

Kontinuitatsgleichung

A -v,=A, v, =const

Fur inkompressible Flussigkeiten (p=const):

l, =V, /At =V, | At =const

oder: Volumenstromstarke |, bleibt konstant
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3.3 Hydrodynamik

Anwendung der Kontinuitatsgleichung

A -v,=A,-v,=const=AV/At =1,

Frage:
Warum schnirt sich der Wasserstrahl zusammen?

Antwort:

Der Strahl wird durch die Schwerkraft beschleunigt.

Da die Flussrate bei jedem Querschnitt gleich sein muss,
nimmt der Querschnitt nach unten hin ab.
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3.3 Hydrodynamik

Bernoulli-Gleichung fir ideale Fllssigkeiten bei stationarer Stromung:
(zunachst flr ein horizontales Rohr)

o AV Alvi=Ayv, =V,>V,
(5 =» zwischen A; und A, wird
die Flussigkeit beschleunigt
=>» kinetische Energie aus Volumenarbeit
=> p, > p, (die Druckdifferenz
beschleunigt die Flussigkeit !)

eigentlich nur eine andere Formulierung der Energieerhaltung (der Mechanik) :
Volumenarbeit + kinetische Energie = const — ijL % mv? = const

=» Summe aus statischem Druck p und Staudruck %2 p v2 ist Uberall konstant:

p1+%pV12 =P, +%pv§ = const

Durch die Volumenarbeit W wird die kinetische Energie von AV um AE,,, erhonht.
> W=(p,—p) AV = AE, =% p AV (V,*- V7
(AV wird durch F, beschleunigt & durch F, abgebremst)
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3.3 (7)

Bernoulli-Gleichung fur ideale FlUssigkeiten bei stationarer Stromung:
jetzt auch Betrachtung der potentiellen Energie E,,, = mgh:

pV+mgh+1mv’ = const

p,+pgh, +ipv; =p,+pgh,+3pV;

Volumenarbeit =» potentielle Energie

P Ap=p,—p, =pg(h,—h,)
P+ AP 5’?‘ /_F
A
>\ s Hi
S 9?
N ()
F + AF 1
—- V

Ko
2

h,>h;

A=A,
Vi=V,

pdV + pghdV + ¥ p v2 dV = const

Im hdéher
liegenden
Gebiet ist der
statische
Druck p
kleiner
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3.3 Hydrodynamik

Bernoulli-Gleichung fur ideale FlUssigkeiten bei stationarer Stromung:

p+pgh+ipv’ =const

Vorsicht: h wachst nach oben, d.h. pgh ist nicht der Schweredruck

Erinnerung
Schweredruck:

p=p-g-(h,—h) Bernoulli fiir v=0:
p+pgh=const

h
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Anwendung der Bernoulli-Gleichung
Staudruck

hydrodynamisches Paradoxon

é@ v j
Loy =
w Aq

1) K@ %
A

V=

p, +pgh, +1pv; =const

In Gebieten mit grol3erer Geschwindigkeit
Ist der statische Druck p kleiner

Bisher Reibung in Energiebilanz vernachlassigt.

Bel stationarer Stromung und konstantem
Querschnitt nimmt der Druck entlang des
Rohres wegen Reibung ab (s. spater).

An der Engstelle ist der
Druck am geringsten !
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Anwendung der Bernoulli-Gleichung (2):

/Tarpaulin is flat

Stationary

/Tarpaulin bulges outward

Moving

Luft auf Aul3enseite (bzw. Oberseite) stromt schneller

=» statischer Druck auf3en (oben) ist geringer (Unterdruck) |
= Plane (bzw. Dach, Ball) wird hochgezogen.

Flugzeug-Tragflache: dynamischer Auftrieb, Wirbelbildung wichtig
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Anwendung der Bernoulli-Gleichung (3):

Wasserstrahlpumpe

77— H,0
_/ (A1, P1, V1)
EUft-—=== D\ Triie. ,2
: P 2PV, =P

(Ag, p2,V2)
\ HZO—LUft"
l Gemisch

Wasser fliefl3t durch die kleine Flache A,
=» Geschwindigkeit v, sehr grol3

=» statischer Druck p, klein

= Luft wird angesaugt und mitgerissen
Vakuum bis p, > 2 kPa (15 mm Hg)

Zerstauber

TSI

\\\\\\>L
|

N
\\Q
N
20

§

N

b

Gas stromt durch die kleine Flache A,
=» Geschwindigkeit v, sehr grol3
=» statischer Druck p, klein

= \Wasser wird angesaugt und verspruht
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3.3 Hydrodynamik

Anwendung der Bernoulli-Gleichung (4):
Hydrodynamisches Paradoxon

p,+ipVvi=p,

Pi <P,

Ein Fluid stréomt von oben ein.
Die untere Platte wird von der
Druckdifferenz p,-p;

nach oben gezogen !
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3.3 Hydrodynamik

Anwendung der Bernoulli-Gleichung (5): £ S Ball im
Magnus-Effekt (oder Venturi-Effekt)

system
Objekt rotiert im Luftstrom,
durch Reibung fuhrt der Ball die Luft mit
= Stromungsgeschwindigkeit an den Seiten unterschiedlich
=>» Druck unterschiedlich
=> Kraft senkrecht zur Windrichtung 1 Im
‘ . Koordinaten-
| System des
. /) '\ \Balls
Anwendung: Sport (Top-Spin, e e
Bananenflanke) 11/ g\ \ \
Film Roberto Carlos: vgroBR (£ Ay | | vklein
http://www.youtube.com/watch pKlein |\ §P grof3
?v=3ECoR__tJINQ A\ /

http://www.youtube.com/watch
?2v=KwHBp3ygnLQ


http://www.youtube.com/watch?v=3ECoR__tJNQ
http://www.youtube.com/watch?v=3ECoR__tJNQ
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3.3 Hydrodynamik

Anwendung der Bernoulli-Gleichung (6):
Ausstromgeschwindigkeit einer Flussigkeit




3.3 (15)

3.3 Hydrodynamik

Viskositat n

* eine viskose Flussigkeit fliel3t nur sehr zah (z.B. Honig)

* Viskositat entspricht der Reibung in der Punktmechanik,
d.n. Umwandlung von Bewegungsenergie in Warme

* hier: innere Reibung zwischen benachbarten FlUssigkeits-
schichten aufgrund von Kohasion. Im Detail sind die
Reibungsprozesse komplex, die Viskositat liefert eine
effektive Beschreibung.

* jede reale Flussigkeit ist viskos, aber
n ist extrem temperaturabhangig (z.B. Motor6l im Winter)
und variiert von Flissigkeit zu Flussigkeit in weiten Grenzen
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3.3 Hydrodynamik

Viskositat n V V.
F— N A O Einheitn: " AW F
_ 2 L] N e
XO 1Pas=1Ns/m viscous fluid | F = - Freibung
F ist die ndtige tangentiale Kraft, um eine ebene y /A

,._A,,/,/'Stationary plate, v=0 m/s

Platte der Flache A mit konstanter Geschwindig-
keit v, parallel zu einer unbeweglichen Grenzflache
(im Abstand x,) zu bewegen.

(a)

S y

anschaulich: Fec A, F oc v, (Reibung oc V)

Flr kleineres X, ist die Geschwindigkeitsdifferenz N
zw. benachbarten Schichten und damit auch . | }v: 0 m/s
die Reibungskraft gro3er =» F o« 1/X,

(b)

Die Flussigkeit benetzt die Platte und die Grenzflache, d.h. die Flussigkeit
haftet fest an beiden (v = 0 bzw. v = v, am Rand) =» nur innere Reibung.

Wird die Platte nicht benetzt = auch aul3ere Reibung zw. Flussigkeit und Wand
muss betrachtet werden.
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Viskositat n

hier: konstantes
Geschwindigkeitsgefalle
dv,/dXx = vy/X,

allgemein

flr beliebiges
Geschwindigkeitsprofil:
(F oc Anderung von v zw. benachbarten Schichten)

Bei 20°C:

Wasser: n =0.001 Pa s Blut: ~ 0.004 - 0.005 Pa s

Area = A A—»

} F
| [ ‘
. 1
Vis<|:ous fluid ] } F=- FReibung
y | J
4 |
y |
Stationary plate, v=0 m/s
(a)
| Vo
(mmm e jp—
"0 o B
g_l }v =0 m/s
>
2 (b)

A=100cm?; v,=1m/s ; X,=1pm

= F=10N in Wasser

Ole: 1 Pas
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3.3 Hydrodynamik

Frage: Wie grol3 ist die Volumenstromstarke I, = dV/dt ?
(Welches Volumen stromt pro Sekunde durch die Querschnittsflache A ?)

", a) ohne Viskositat (,Reibung”): |, = ﬂ =A-V,
> V, = const Uber die Flache A At
K = RRS -V,

”‘ vz a1 oder durch Aufsummieren der Beitrage der einzelnen
R Ringe (Schichten) mit Flache dA,.... =2, -dr
/f | | A Rg
| W on _ _ _

' - l, = ZdASchicht *Vschicnt = jVo O0Agion = j Vo - 2mtr - dr
. \__, alle 0
5
(@) — IV =VO'TCR0
B A Omisatwall ) mit Viskositat = v = v(r): Ry
- I, = _[ v(r)-2zr-dr
| | = Geschwindigkeitsprofil v(r): 0
R / auRerste Schicht haftet an Wand,

" visamaimum - jnnarste bewegt sich am schnellsten

(h) at the center
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3.3 Hydrodynamik

. & = o il

Beispiel fur Stromungsprofile

1) Laminare Strdmung im Spalt (Breite 2d)
Die Flissigkeit haftet am Rand (v=0)
und fliel3t in der Mitte am schnellsten.

Strémungsprofil; V(X) = ﬂ (d2 — X2)
Parabel 2n|

2) Laminare (wirbelfreie) Stromung im zylindrischen Rohr
(Radius R, Lange )

Strémungsprofil: v(r) = (R2 r’)

Rotationsparaboloid

Im Rohr wachst v(r) mit Ap und der Flache A ~ R?,
aber v(r) nimmt ab mit steigendem n und Rohrlange |
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3.3 Hydrodynamik

Gesetz von Hagen-Poiseuille flr laminare Stromung im zylindrischen Rohr
Volumenstromstarke: = 0 m/s at wall

dv R, / / /‘(-—-»
|V=E=£v(r)-2nr-dr L —»

N

o—->

visa maxumum
at the center
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3.3 Hydrodynamik

Gesetz von Hagen-Poiseuille flr laminare Stromung im zylindrischen Rohr

v =0 m/s at wall

y~ e Volumenstromstarke:
/ / //'—;o——>
;/ ( [,/ —p
| —-—> dV
\ \
\ - / l, =—= j v(r)-2mr-dr
A \~¥, ' v iS a maximum
(h) at the center
4
T R,
: IV _ - ° p
8n | A~R? v . ~R2 = |,~R4

Stromstarke |, « R,* =» sehr effizienter Mechanismus zur
Regulierung des Bluttransportes tber den Durchmesser der Adern!
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Stromungswiderstand R

Die Reibungskraft F; verursacht einen Stromungswiderstand R.
Das Druckgefalle Ap druckt das Fluid gegen Fg durch das Rohr.

Vol.-Durchsatz umso groler, je grof3er Ap und

je kleiner der Stromungswiderstand R bzw. die Reibung.

l 7P=Pst+ps

Py t P Ap{
.

LT TTATTAT

Flr R=const gilt (bei laminarer Stromung): Ap/Ax =const |
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Analogie zur Elektrizitatslehre _Ap

N =
In Newtonschen Flussigkeiten gilt das
Ohmsche Gesetz der Hydrodynamik: R = const

d.h. R hangt nicht von Ap ab
(bzw. n hangt nicht von Ap ab),
nur von der Geometrie des Rohres.

8n|

4
R,

z.B. zylindrisches Rohr: R =

Blut ist eine Nicht-Newtonsche Flussigkeit,
n und damit R hangen von p ab
(Die langgestreckten Erythrozyten (rote BlutkGrperchen)
richten sich mit wachsendem Druck parallel zur Strémung
aus)

(effektive Beschreibung durch Materialkonstante 7 versagt)

Stromstarke I=V

Steigung 1/R

Druckdifferenz Ap

Abb. 3.35. Stromstirke-Druckdifferenz-Dia-
gramm einer newtonschen Flussigkeit, sche-

matisch
A
i
o / // 53%
i / Vs
= / /
:..E / 18%
2| / Nicht-Newtonsche
FlUssigkeit

Druckdifferenz Ap

Abb. 3.36. Stromstirke-Druckdifferenz-Dia-
gramm des menschlichen Blutes, halbschema-
tisch; Parameter ist der Hamatokrit (Volu-
mengechalt der Blutzellen)
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3.3 Hydrodynamik

Kirchhoffsche Regeln

(aus der Elektrizitatslehre) I = R

Reihenschaltung:
- Stromstarken sind gleich Iv = |1 =

(Kontinuitatsgleichung)

- Druckdifferenzen addieren sich. |/Ap = Ap, + Ap,

- Die Druckdifferenz in einem der Teilstlicke
iIst umso kleiner, je kleiner der Widerstand
in diesem Teilstlick ist.

(kein Widerstand = kein Druckabfall)

- effektiver Gesamt-Widerstand
einer Reihenschaltung von Widerstanden ist
gleich der Summe der Einzelwiderstande.

Reihenschaltung (hintereinander)

o
i%/////////%
‘ |

ly

o)l ey | APap- i >

Ap :Apl +Ap2 — Ile + Isz — IVReff

Reff

=R, +R,




3.3 Hydrodynamik 53 (29)

Zusammenfassung ) Ap Ohmsches Gesetz
Volumenstromstarke Iv -
R R = const
e
u A B © D
V)

| | |
el - AP+ AP AP
| b b L ! Apap-— -
a l—Ap=Pa—Pg— J AD
Parallelschaltun _ 1 — Reihenschaltung
J l, =1 +1, Iv Il I2 (hintereinander)

Ap=Ap, =Ap,|  Ap=Ap,+Ap,

Kirchhoffsche
Regeln

- + R =R, +R,
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Stokessches Reibungsgesetz

Reibungskraft auf eine Kugel mit
Radius r (<< Behalterdurchmesser)
In einer laminaren Stromung

fur kleine Sinkgeschwindigkeiten:

Geschwindigkeit im
Koordinatensystem
der fallenden

Kugel
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3.3 Hydrodynamik

Stokessches Reibungsgesetz
Geschwindigkeit im
Koordinatensystem
der fallenden

Kugel

Reibungskraft auf eine Kugel mit
Radius r (<< Behalterdurchmesser)
In einer laminaren Stromung

fur kleine Sinkgeschwindigkeiten: 1) Flussigkeit haftet an Kugel, Geschwindigkeit v.
2) Im Abstand der GrolRenordnung r ruht die Flissigkeit.

= Geschwindigkeitsgefélle dv/dx c«cv/r (siehe (16))

FR :67-cnrv D> Fr  nAVIr =ndnv

(genaue, aufwéandige Rechnung liefert 6 statt 4 ...)

Bsp. fir die Messung von n:
Sedimentation (Bsp. Kugel in Honig)
v = const = Summe aus Gewichtskraft, Auftrieb und Reibungskraft = 0

Fg B Fa — FR — % 7'Cr3 (pKugeI o prUssig)g — 67—5an
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3.3 Hydrodynamik

Laminare und turbulente Stromung

———— Turbulenz:

iﬁ - extrem nicht-stationare Stromung

T —A

— - Wirbelbildung

- Geschwindigkeit an einem festen Punkt

M andert sich haufig stark und abrupt

- tritt auf bei schnellen Stromungen und
Hindernissen

- verursacht erndhte Reibung

- Umschlag von laminar zu turbulent ab einer
kritischen Reynoldszahl R, (dimensionslos)
(der kritische Wert ist problemabhangig,
z.B. fur ein Rohr ~ 1000)

‘ i , R = pVL  kin. Energie-Dichte ~ pv’

o =

M Reibungsverlust ~ nv/L

Abb.3.39. Laminare und turbulente
Stromung; das wasser wurde bei Eintritt _ . “ o
in das Glasrohr in dessen Achse eingefarbt L = ,charakteristische” Lange

(nach R.W. Pohl) Aorta: R, ~ 750
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3.3 Hydrodynamik

Turbulente Stromung

Modellvorstellung: In der Nahe des Zylinders hat das
Fluid eine hohere E;, aber geringere E .

Ohne Reibung wird E,;, hinter dem Hindernis wieder
komplett in E,,, umgewandelt.

Durch Reibung verliert die Kugel Energie und schafft es
nicht auf den Berg, sie kehrt um. Ahnlich kann das Fluid
hinter dem Hindernis umkehren und bildet ein Wirbelpaar. |

. . . . . . ————————-—/P,—_\—
Die Wirbel 16sen sich ab, neue bilden sich, es entsteht eine %
Karmansche WirbelstraRe. |

et

Y T
o7 ol w1 Y Whrg=a) el
N S e
P

Be :
i ol
INET G ,,#,
3 % ). 4 - s J ) A, g Bt~
> L& A

Film: Atna
http://www.youtube.com
Iwatch?v=VbV98Z0QP-k



3.3 Hydrodynamik: Zusammenfassung >3 G0

- Kontinuitatsgleichung A, -v,=A, v, =const=AV/At =1,

- Bernoulli-Gleichung p1+pgh1+%pvf =p,+pgh, +%pvg
andere Formulierung der

Energieerhaltung in einer
Inkompressiblen Flissigkeit ohne Reibung An Engstelle ist Druck geringer

dv
- Viskositat (durch innere Reibung) F, (X) =nA x Z
X
: : . : : TCAp 4
- Hagen-Poiseuille (Volumenstromstérke in einem Rohr): |, = anl R,
n

Ap

- Ohmsches Gesetz (in Newtonschen Flissigkeiten) R = const
und ,,Kirchhoffsche Regeln* (s. Folie 23)

IV

- Stokes-Reibung fiir eine Kugel: F, =6nnrv




